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Vorrede. 

Es ist nicht zu verwundern, dass die sogenannte neuere 
oder höhere Geometrie von ihrem ersten Auftreten an, trota 
des Kampfes, den sie sich ihrer Methode *) halber zuzog, 
doch die allgemeine Anerkennung von Seiten der grössten 
Mathematiker erfahren hat. "VVas man auch über ihre Me- 
thode denken mochte, ihre Leistungen waren überraschend. 
Eine Reihe von neuen Sätzen über die Linien und Flächen 
der ersten und zweiten Ordnung, welche ein ganz neues 
Licht verbreiteten, alle Lücken ausfüllten, die die Wissenschaft 
bis dahin noch fühlen liess, und welche die Auflösung vieler 
und gerade der schwierigsten Aufgaben möglich machten, 
verlieh ihr einen Achtung gebietenden Glanz. Zu verwundern 
ist es aber, dass die neuere Geometrie bei all' diesen Vorzü- 
gen so wenig gekannt und studirt wird. Viele Lehrer der 
Mathematik kennen sie heut zu Tage noch kaum mehr als 
dem Namen nach, und es ist nicht viel mehr zu ihnen gedrun- 
gen, als der dürftige Begriff der harmonischen Theilung und 
die unmittelbar damit zusammenhängenden Sätze. Nirgends 
ist sie meines Wissens noch zum Unterriehtsgegenstand er- 
hoben. Zu dem kommt noch , dass es dem Scharfsinn der 
Analytiker gelungen ist, Mittel aufzufinden, um auch in ihrer 
Methode die Resultate der neueren Geometrie zu deduciren. 
Es hat den Anschein, als sei man geneigt, zu glauben, die 
neuere Geometrie sei für die Wissenschaft entbehrlich. 



*) Diese Methode hat übrigens, seit St. Fonceiet sein Traue des [iroprie- 

fi'i:! pmjetlivcs (!i's lijiiiri's £t.';diiii:[iL.Ti und ilnmit den Grund zur neueren 
Geonietrie gelegt hatte, eine bedeutende Entwicklung, man kann sagen, eine 
ganze Umgestaltung erlitten. 
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Diess wäre ein grosser Irrthum. Sollte die Wissenschaft 
eine Methode entbehren können, welche in dem kurzen Zeit- 
raum von einigen Decennien eine Reihe von Entdeckungen 
gemacht hat, in deren Licht die bisherigen Kenntnisse des- 
selben Gegenstandes nur als dürftige Bruchstücke erscheinen 
und welche ein Jahrhundert lang der eifrigsten Forschung 
der alten (analytischen) Methode unzugänglich waren. Aber 
auch für sich betrachtet, macht die Methode der neueren 
Geometrie jedem unbefangenen Beobachter gewiss den Ein- 
druck, dass die Wissenschaft an ihr einen werthvollen, un- 
entbehrlichen Fund gemacht habe; denn schwerlich wird eine 
andere Disciplin aufzufinden sein, welche eine so abgerundete 
von Einer Anschauung durchdrungene Gestalt aufzuweisen 
hätte, wie die neuere Geometrie. Wie sollte überhaupt die 
Geometrie eine Methode entbehren können, durch welche sie 
eine Fülle von neuen jedenfalls unentbehrlichen Begriffen ge- 
wonnen hat. Ich erinnere nur an die Begriffe der Punktreihe 
und des Vielstrahls, des Vielecks und des Vielseits, der Con- 
formitUt und Involution, der Collineathm und Affinitat, der 
Eeciprocität und Polarität. Auch die analytische Geometrie, 
als sie die Resultate der neueren Geometrie zu entwickeln 
anfing, hat diese Begriffe, wie sie von der neueren Geometrie 
geschaffen wurden, unverändert aufgenommen und dadurch 
das Zeugniss abgelegt, dass dieselben für die Wissenschaft 
unentbehrlich seien. Nun sind aber jene Begriffe nichts An- 
deres als die Methode der neueren Geometrie selbst. Wer 
sie hat, der hat auch die Methode der neueren Geometrie, 
neben ihnen bedarf er der Kunstgriffe der Analysis nicht, sie 
selbst sind ihm die Loupe, welche er nur an das Auge setzen 
darf, um den ganzen Reiehthum der Gestalten, die dem un- 
bewaffneten Auge verborgen sind, in allen ihren Einheit moiten 
zu erschauen. Damit soll der analytischen Methode nicht zu 
nahe getreten werden, sie behält ungeschmälert ihre hohe 
Bedeutung. Aber wie der Raum, indem er Grösse und Ge- 
stalt ist, zwei Seiten hat, so bedarf die Geometrie auch 
zweier gleich unentbehrlicher Methoden; die Methode des 
Maasses und die Methode der Lage, die Methode der ana- 
lytischen und die der neueren Geometrie. In dem Zusammen- 
wirken dieser zwei Methoden erst wird die Geometrie ihre 
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Aufgabe, die Welt des Raumes zu erforschen, erfüllen können. 
Dass daher die Entdeckung der neueren Geometrie für die 
Wissenschaft des Raumes von grosser ISedeutung und selbst 
epochebildend ist , wird von Vielen geahnt , und ist auch 
meine Ueberzeugung. Und wenn ich es unternommen habe 
eine umfassendere *) Bearbeitung der neueren Geometrie , we- 
nigstens einmal des planimetri sehen Theiles, zu veröffentlichen, 
so glaube ich dem Bedürfnisse der Zeit und dem Wunsche 
Vieler zu entsprechen. 

Bei dieser Arbeit Hess ich mich durch folgende Rück- 
sichten leiten. 

Vor Allem schien mir die Trennung der Geometrie der 
Ebene von der des Raumes höchst wiinschenswerth. Ich 
konnte nicht finden, dass diese Trennung dem Geiste der 
neueren Geometrie widerspreche , ich überzeugte mich im 
Gegent heil , dass auch die Geometrie der geraden Linie mit 
Vortheil abgesondert und für sich behandelt werden könne 
(I. Buch), indem die der neueren Methode zu Grunde liegenden 
Begriffe, nämlich die Begriffe der Conformität und Involution, 
schon bei der Beschränkung auf die gerade Linie, und hier 
gerade frei von allen fremdartigen Vorstellungen, in ihrer 
ganzen Reinheit entwickelt werden können. Auch wurde 
mein Streben, den allseitig ausgedehnten Raum vorerst bei 
Seite zu lassen, durch die Entdeckung der centrischen Colli- 
neation belohnt. 

Bei der Frage, welches von den Hilfsmitteln der neueren 
Geometrie zum leitenden und durchgreifenden zu erheben sei? 
entschied ich mich für die Collineation. Wenn sie auch bei 
der Behandlung der Kegelschnitte nicht die Allgemeinheit 
gewährt wie das Polarsystem , welches Staudt zu Gnmd legt, 
so hat sie dagegen den Vortheil einer vollkommenen Einheit 



*) Din deutscht; Literatur hat nur zwi:i bedeutende Werke über diesen 
(ie«n.'[i^l;ni'l anf/uwei-eti , weiche heidi: als klassisch kii l>ezeselm::ii Muri: 
„Jakob Steiner's systematische Entwicklung der Abhängigkeit gcemelri- 
scher Gestalten von einander, 1832," und „v. Staudt's Geometrie der Lage, 
1847." Von dem ersten dieser Werde ist von sieben Theilen nur einer cr- 
selnenen, und das zweite hat sieh dadurch enge Schranken gesetzt, dass der 
Begriff des Mansses j>;ui7 vermieden werden sollte. 
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der Anschauung, und bietet zugleich sehr viele Anknüpfungs- 
punkte für die altherkömmliche Anschauungsweise. Gewiss 
wird es Jedem der sich an das Studium der neueren Geome- 
trie macht, erwünscht sein, die Kreislehre {Buch V) in ihrem 
'Unterschied von den anderen Kegelschnitten, und die mit der 
bisherigen Anschauung verwandte focale Entwicklung der Kegel- 
schnitte (Buch VI) zuerst kennen zu lernen und dadurch 
einen festen Boden zu gewinnen. Trotz dieser Bevorzugung 
der Collineation wurden die übrigen Hilfsmittel der neueren 
Geometrie nicht übergangen. Es wurde die Keciprocität und 
Polarität und von der symbolischen Geometrie*) die Begriffe 
dei' imaginären Punkte und Richtungen entwickelt und benützt, 
und den letzteren ein besonderes Buch (VIII) gewidmet, weil 
ich erkannte, dass diese Begriffe eine Einfachheit der An- 
schauung und Ausdrucksweise gestatten, welche sonst Ver- 
gehens gesucht wird. Die Bedeutung dieser Begriffe erkannte 
ich hauptsächlich in ihrem ganzen Werthe, als es mir 'gelang, 
die Conformitat der Kegelschnitte auch auf die imaginären 
Punkte und Richtungen auszudehnen (§. 118) : aiif } und dadurch 
den Boden zu gewinnen, welcher der Erforschung der gemem- 
sebilr liehen Punkte und Tangenten zweier in einer Ebene lie- 
genden Kegelschnitte, und der Oskulation der Kegelschnitte 
zur Basis dienen konnte. (Buch IX.) 

So sehr ich jedoch auch bemüht war, nichts ausser Acht 
zu lassen, was der Methode der neueren Geometrie angehört, 
so glaubte ich doch hinsichtlich des grossen vorliegenden 
Materials eine Sichtung vornehmen zu müssen. Ich wollte 
einerseits nichts Wesentliches übergehen, aber auch anderer- 
seits die Geduld des Lesers durch allzu reiches Material nicht 
auf die Probe setzen. Was auf den Gang im Ganzen einen 
Einfluss auszuüben, und eine tiefere Einsicht zu erzeugen im 
Stande war, musste berücksichtigt werden, was nur für sich 
von Interesse zu sein schien, wurde weggelassen. Zur leich- 
teren Uebersicht habe ich jedem Abschnitt den Hauptinhalt 

c ) Die imaginären Ciirven, die allerdings nur vermittelst des Polarsterns 
crttwiüktit werden küiintui, wurden nicht berücksichtigt, 

'"*) Ein Satz der hiezu führt, wurde schon von Professor v. Staudl auf 
einem anderen \V(^i' unEwididt, derselbe konnte über ohne die anderen 
Sülze, §. 118, von keinen weitem Folgen sein. 
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voran ff (.'stellt, und denselben in allgemeiner Form, ohne auf 
eine bestimmte Figur hinzuweisen , ausgedrückt. 

Um auch die praktische Seite der neueren Geometrie her- 
vorzuheben, wurde dem Werke eine reiche Aufgabensamm- 
lung beigegeben, in welcher die Kreisberührungen und die 
CoTistiuction der Kegelschnitte eine besondere Beriicksichiigimg 
fanden, weil eben hierin die neuere Geometrie ihre glHn/.ciid- 
• i.ii T.-1-tnii^i-u .--iui-M li.it. In fiiiHit Anh-iu? •«■•■■ ■!■■ An- 
wendung der neueren Geometrie auf Optik soll gezeigt wer- 
den, wie die Methode der neueren Geometrie auch Tür die 
Naturwissenschaften folgereich ist. Wer noch nicht recht 
weiss, was er von der neueren Geometrie halten soll, den 
fordere ich auf, diese Früchte der neueren Geometrie in's 
Auge zu fassen und dadurch sein Urtheil bestimmen zu lassen. 

Weil die neuere Geometrie wesentlich eine neue Methode 
ist, so hat sie auch eine eigene Terminologie geschaffen. Ich 
hielt mich in dieser Beziehung an die Vorgänge SteineVs 
undStaudt's, nur in einigen und theilweise strittigen Füllen 
fand ich mich veranlasst, Aenderungen vorzunehmen. Ich ver- 
tauschte die Ausdrücke »gerades Gebilde und Strahlen- 
büschel« mit »gerader Punktreihe und Vielstrahl;« 
weil ich glaubte durch diese Aenderung die richtige Anschau- 
ung der Sache wesentlich zu fördern. Die Gestalten des ebe- 
nen »Systems sind nämlich, wenn man die Curven ausscliliesst, 
das Vieleck und das Vielseit, zwei Ausdrücke, die nicht 
ohne Grund den Begriff der Vielheit an der Stirne tragen; 
denn das Vieleck setzt viele Punkte und ihre Verbindungs- 
linien, und das Vielseit viele 15icl.tui.gen und ihre Conver- 
gonzpunkte voraus. Die Punktreihe ist aber nichts Anderes, 
als ein Vieleck, dessen Ecken in einer Richtung liegen, und 
der Vielstrahl ist ein Vielseit, dessen Richtungen in einem 
Punkte convergiren. Es schien mir daher eine dringende For- 
derung der klaren Ausdrucksweise, dass auch diese beson- 
deren und einfachen Gestalten die wesentlichen Merkmale 
der allgemeinen , und namentlich auch das Merkmal der Viel- 
heit noch an sich tragen. Wie übereinstimmend lauten bei 
dieser Terminologie die ähnlichen Begriffe des Dreiseits und 
Dreistrahls, Vierseits und Vierstrahls etc. Und wenn nun 
auch die Punktreihe weniger hierin leistet, so erregt sie doch 
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auch den Begriff der Vielheit, wahrend die sonst üblichen 
Ausdrücke des geraden Gebildes und des Strahlenbüschels eine 
so unbestimmte und unsichere Vorstellung hervorriefen , dass 
die von mir gemachte Veränderung vollkommen gerechtfer- 
tigt sein wird. 

Eine andere, vielleicht noch mehr eingreifende Xmiemng ist 
die Einführung des Begriffes der Conformität. BeiStaudt 
findet derselbe sich gar nicht, und zwar wohl desshalb nicht, 
weil er den Begriff des Masses ganz vermeiden und eine reine 
Geometrie der Lage schreiben wollte. Er unterscheidet daher 
nur projektivische und perspektivische Gebilde. Bei Steiner 
findet man dagegen alle drei Begriffe, aber nicht die gleichen 
Benennungen. Stand t's Verwendung der Ausdrücke projek- 
tivisch und perspektivisch zur Bezeichnung der Lage ist voll- 
kommen gerechtfertigt,, und es wird jetzt Niemand mehr ein- 
fallen können, die Steiner' sehe Bezeichnung ', wo schief und 
perspektivisch einander entgegengesetzt wurden, zu gebrau- 
chen. Wenn aber jene Ausdrücke zur Bezeichnung der Lage 
verwendet werden sollen, so fehlt ein Ausdruck für die Be- 
zeichnung der Gestalt , abgesehen von ihrer Lage , und wel- 
che Statt finden muss, wenn überhaupt die Merkmale der 
projektiviseben und perspektivischen Loge anwendbar sein sol- 
len. Es fehlt also ein Ausdruck, der das bezeichnet, was Stei- 
ner projektivisch heisst, und wofür Staudt keinen beson- 
dern Ausdruck hat, welcher Mangel wesentlich dazu beitrügt, 
das Verständniss des Staudt : schen Werkes zu erschweren. 
Diesem Mangel suchte ich durch den Ausdruck der Confor- 
mität abzuhelfen. Wie zwei Vielecke und Vielseite eine ge- 
wisse Uebereinstimmung der Gestalt an sich tragen müssen, 
um überhaupt in die unmittelbare Beziehung der Lage gesetzt 
werden zu können, welche perspektivisch heisst, oder in die 
vermittelte Beziehung der Lage, welche projektivisch heisst, 
so müssen auch zwei Punktreilien und Viclstrahlcn eine ge- 
wisse Uebereinstimmung der Gestalt an sich tragen, um die 
Fähigkeit für jene Verhältnisse der Lage zu bekommen, und 
diese Gestaltsübereinslimmuiig heisst Conformität. Um die 
Notwendigkeit dieses Begriffes ganz fühlbar zu machen, er- 
innere ich noch an die diesen Gattungsbegriffen untergeord- 
neten Artbegriffe. Conforme Reihen können auch proportional 
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oder uniform, conforme Vielstrahlen können auch gleich sein; 
ebenso wie collineäre Vielecke und Vielseite affin, ähnlich 
oder congruent sein können. Alle diese Gestalten , die ein- 
fachen wie die zusammengesetzten, können aber entweder 
perspektivisch oder projektiviscli gegen einander liegen, und 
auf alle Gestalten , welche nicht collineär oder conform sind, 
ist auch der Begriff der perspektivischen oder projekti vischen 
Lage nicht mehr anwendbar. 

Die Einführung des Begriffes der gemeinschaftlichen 
Vielstrahlen zweier Kegelschnitte ist , sobald man die 
gemeinschaftlicher] Sekanten unterschieden hat, so sehr durch 
die Eigenschaft der Eeciproeität geboten, dass keine besondere 
Rechtfertigung nöthig sein wird. Die Einführung des Modu- 
lus des Thcilpunktes, der harmonischen und anharmonischen 
Theilung, der Collineation etc. wird gewiss die Billigung 
der Sachverständigen erhalten. Denn die "Wissenschaft kann 
nur gewinnen, wenn sie einen Ausdruck für eine Erschei- 
nung hat, die den Charakter des Eigenthümlichcn und Spe- 
ciiischen an sich trägt. 

Man sieht, wie der von mir eingeschlagene Weg in vie- 
len Partien von den Wegen abweicht, die bisher betreten 
wurden. Es werden sich daher wenig Sätze finden, deren 
Entwicklung nicht grössere oder kleinere Abiinderungen er- 
fahren hätten; manche Strecken des Weges waren erst neu 
zu bahnen, dahin gehören unter Anderem die Entdeckungen, 
welche ich im VI. Buch fast seinem ganzen Umfang nach, 
und in grösseren Partien des VII. und VIII. Buchs nie- 
dergelegt habe. Wenn ich nun glaube, die Schwierigkeit, 
welche meine Aufgabe mit sich brachte, in der Hauptsache 
glücklich überwunden zu haben, so denke ich in den unter- 
geordneten Dingen um so mehr auf die Nachsicht der Sach- 
verständigen rechnen zu dürfen. *} Wenn meine Arbeit das 

*) Ich erlaube mir hier selbst auf einen Umstand aufmerksam zu machen. 
Jti ton formen und cul linearen Umbilden nannte icli durchaus die sich entsprechen- 
den Elemente homolog. Dieselbe Bezeichnung gebrauchte ich häufig auch im 
i iiv olutori sehen Systeme, wo die Bezeichnung augeordnet vorzugehen 
wäre. Man bekommt dadurch dreierlei Bezeichnungen für die sich entspre- 
chenden Elemente: homolog in collineären, zugeordnet in den involu- 
lorisehen, eonjugirt in den Polarsystemen. 
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Studium der neueren Geometrie auf's Neue in Anregung bringt 
und neue Kräfte für diese junge Wissenschaft gewinnt, so war 
sie schon nicht vergebens. Wenn aber da und dort ein Lehrer 
oder eine Behörde dadurch veranlasst werden sollte, die neuere 
Geometrie unter die Unterrichtsfächer höherer Schulen aufzu- 
nehmen, so wäre dicss der grösste Erfolg, den ich meiner 
Arbeit wünschen könnte. 

Salon bei Ludwigsburg, im März 1853. 

Chr. Paulas. 
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Erstes Buch. 

Die gerade Linie. 

A. Modulus des Thellpunktes. 

§, 1. Ist eine gerade Strecke [begrenzte Gerade) nur] auf ihr oder auf 
ihrer Verlängerung ein Theilpunkt gegeben, so heissen die .Stücke, welche 
zwischen dem Theilpunkt und den Endpunkten der Geraden liegen, 
„Abschnitte des Thcilpunk tes." Ist ein Punkt ein innerer, so 
sind auch die Abschnitte innere und ihre Summe ist der Geraden gleich; 
ist der Theilpunkt ein äusserer, so ist der grössere Abschnitt ein Über- 
greifender und der kleinere ein äusserer, und ihre Differenz ist der Ge- 
raden gleich. 

Das Verhältniss der Abschnitte, welche ein Theilpunkt auf einer 
geraden Strecke bildet, heisst: „Modulus des Theilpunktes." 

§. 2. Zwei Punkte auf der Richtung einer geraden Strecke beissen in 
Betreff ihrer Lage gleichartig, wenn sie zugleich innere Punkte oder 
auch zugleich äussere Punkte sind, sie heissen ungleichartig, wenn 
der eine Theilpunkt ein innerer und der andere ein äusserer ist. 

Die Modulus zweier Thcilpunkle einer Geraden heissen gleichge- 
ordnet, wenn die Stellung der Abschnitte im Modulus mit der Lage 
derselben gegen die Endpunkte der Geraden iil.iereinsiimnit; wenn also 
die Vorderglieder des Modulus an einem Endpunkte der Geraden, und 
die Ilinterglieder am andern Endpunkte derselben liegen. 

§. 3. Die gleichge ordneten Modulus der inneren Theilpunkte einer 
Geraden sind alle von einander verschieden und durchlaufen alle stetig 
aufeinander folgende Werthe von Null bin l.'nendlich. Die Modulus der 
Endpunkte haben die extremen Werthe von Null und Unendlich, und 
der Modulus des Thellpunktes, welcher in der Mitte liegt, hat den "Werth 
Eins. Die gleichgeordneten Modulus der äusseren Theilpunkte sind eben- 
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falls verschieden und durekhv.ifen alle <t«üz aufeinander rolfrc-n.ili.-ii Wenhc 
von Null bis Unendlich. Diu Modul us der Endpunkte haben die extremen 
Werthe von Null und Unendlich. Die Moduln- der uiiendlicli entfern len 
Punkte liabcn den "Werfh Eins. 

g. 4. Zwei innere Theilpnnkte einer Geraden, welche gleich weit von 
den Endpunkten derselben und daher auch gleich weit von der Mitte 
der Geraden abstehen, beissen symmetrisch. 

Die gleichgeordneten Modulus zweier gleichartigen symmetrischen 
Tbci.lpnnkle haben solche Werthe. ilass der eine die reeiproke Zahl des 
andern ist; und um gel; ehrt, wenn zwei gleich artige Punkte solche SMu- 
dulns haben, dass der eine die reeiproke Znlil des andern ist, so sind 
sie symmetrisch. 

§. 5. Die Mitte der Geraden kann betrachtet werden als der Ort, in 
welchem zwei symmetrische innere Punkte auf einander fallen. 

Die unendlich entfernten äusseren Punkte einer Geraden sind eben- 
falls symmetrische Punkte und werden, wenn sie auch wegen ihrer 
vi n endlichen Entfernung nick; als auf einander lallend betrachtet werden 
können, doch als solelie angesehen, die In der stetigen Aiifcinaiulerfol'rc 
der äusseren Punkte identisch sind. 

Wenn daher auf einer Geraden beliebige innere und äussere Punkte 
gegeben sind, so werden nicht, nur die einander ziiuiielist stellenden, 
sondern auch die zwei aussersten der ganzen lieihe als solelie betrachtet, 
die in der Anrelhung auf" einander folgen. 

Die gerade Linie ist die, einfachste Eauni-Gestalt, die aber 
trotz der Beschränkung, welche der Kaum in ihr erfährt, doch 
schon an der Unendlichkeit Theil nimmt, die dem Raum eigen- 
thümlich ist. In dieser Gestalt gestattet, schon die gerade Linie, 
ganz für sich betrachtet, der Methode den Zugang, welche die 
neuere Geometrie auszeichnet, und gerade in der Beschränkung 
auf diese einfache Raumform kann das Eigentümliche der 
Methode der neueren Geometrie am besten erkannt werden. 

Werden nun nur die Punkte iirs Auge gefasst, welche in 
einer geraden Richtung liegen , so muss man sich zwar des 
Voi'Uieils einschlagen, welcher im allseitig ausgedehnten Raum 
durch die Lage der Linien und Flächen zu einander darge- 
boten wird; man gewinnt aber dabei das, dass die Beziehung 
zwischen den Punkten einer Geraden die allcrciniaehste ist, 
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denn die Entfernung der Punkte von einander bestimmt hier 
unmittelbar auch ihre gegenseitige Lage vollkommen. Sobald 
man aber die Entfernungen zwischen den Punkten einer Ge- 
raden mit einander vergleicht, so wird man zum Begriff des . 
Maasscs geführt, und es ist daher das Maass ihrer Entfernungen 
das einzige Mittel, welches für die Beziehungen ihrer Lage be- 
nutzt werden kann. Nun ist zwar die Methode der neueren 
Geometrie gerade dadurch ausgezeichnet, dass sie das Hilfs- 
mittel des Maasses und eben damit das der Rechnung auf ein 
Minimum zu reduciren wusste, aber eben dieses Minimum des 
reell üci i den Elementes, welches auch in der neueren Geometrie 
noch übrig bleibt, *) wird auf dem bezeichneten Wege sogleich 
in sehr einfacher, g«nz nackter und darum leichtfassHcher Form 
sich darstellen, und es wird daher dasselbe in diesem ersten 
Buche, wo nur die Punkte einer geraden Richtung betrachtet 
werden sollen, dem Wesentlichen nach für immer abgemacht 
werden, und jeder, der die neuere Geometrie auf diesem Wege 
kennen lernt, wird mit Vergnügen bemerken, wie mit so ge- 
ringen Mitteln, die aber der Natur der Dinge entnommen sind, 
so Grosses geleistet werden kann. 

Die analytische Geometrie bestimmt die Lage der Punkte 
einer geraden Linie dadurch, dass sie dieselben in eine Bezie- 
hung zu einem einzigen auf ihr gegebenen Punkte setzt, das 
Maass ihrer Entfernung von diesem Punkte angibt und noch 
durch vorgesetztes Plus- oder Mimis-Zeichen anzeigt, auf wel- 
cher Seite von demselben sie liegen. Die neuere Geometrie 
bedient sich einer andern Methode: Sie bezieht die Punkte der 
geraden Linie nicht auf einen einzigen Punkt, sondern auf zwei 
Punkte, die Endpunkte (A und B) einer geraden Strecke AB der- 
selben (Fig. 1). Die übrigen Punkte der geraden Linie werden 
als Theilpunktc der Geraden AB betrachtet, welche dieselbe je in 
zwei Abschnitte iheilen. Ist ein Theilpunkt, wie C, ein innerer, 
so sind auch die Abschnitte innere, und es ist ihre Summe 

*) Wie selbst ganz mit Vermeidung des JlanssliegrjuVs das Reich des 
Raumes und seiner (iesi-aUen erforscht werden kann, iiiit Professor v. Staudl 

in seiner (iromdrie der L;i«c gezeigt. 
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AC + BC — AB; ist aber ein Theilpxm'kt ein äusserer, wie C, 
so betrachtet man doch die Stücke zwischen ihm und den End- 
punkten der Geraden AB als seine Abschnitte, sie sind desshalb 
verschiedener Natur: der grössere BC ist ein übergreifender, 
der andere AC ist ein äusserer, und es ist ihre Differenz 
BC — AC = AB. Das Verhältniss der zwei Abschnitte eines 
Theilpunktes ist es nun, was zur Bestimmung seiner Lage ge- 
braucht wird, und dusswegen heissf. dasselbe »der Modulus des 
Theilpunktes.« Man wird nun wohl sogleich bemerken, dass 
schon in dem Begriff des Modulus eine Zweideutigkeit liegt, da 
nach demselben der Modulus eines Theilpunktes C sowohl durch 
das Verhältniss AC ; BC, als auch durch das Verhältniss BC : AC 
ausgedrückt ist. Diese Zweideutigkeit wird jedoch dadurch hin- 
weggeräumt, dass man die Stellung des Abschnitts im Modulus 
mit seiner Lage auf der Geraden AB in Uebcreinstimmung bringt, 
indem in jedem Modulus das vordere Glied nur einen Abschnitt 
an einem und demselben Endpunkte (A) und das Hinterglied nur 
einen Abschnitt an dem andern Endpunkte (B) der Geraden AB 
bezeichnet. Um daher die Uehevcinstimmung in der Lage der 
Abschnitte zweier Thcilpunkte mit ihrer Stellung in den Modulus 
auszudrücken, sagt man, die Modulus zweier TheUpunkte seien 
gleich geordnet, wenn die Vorderglieder der Modulus an dem 
einen Endpunkte und die Hinterglieder derselben an dem andern 
Endpunkte der Geraden AB liegen. 

Ist aber auf diese Weise die Zweideutigkeit im Begriff des 
Modulus beseitigt, so überzeugt man sich bald, dass zwischen 
gleichartigen Punkten die Lage eines Punktes durch den Mo- 
dulus vollkommen bestimmt ist. Sind z. B. C und D zwei 
innere Punkte der Geraden AB, und ist 

AC>AD, 
so folgt AB — AC-<AB — AD, d.i. BC<BD, 

- . .. , , AC^ AD 

folglich auch ^ >. ^g. 

Man sieht hieraus, dass die Vordergliedcr der Modulus 
wachsen und die Hinterglieder abnehmen mit dem, dass der 
Theilpunkt in der Richtung von A nach B sich bewegt. In dem 
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Endpunkt A der Geraden ist das Vorderglied des Modulus und 
damit auch der Werth des Modulus selbst gleich Null; im an- 
dern Endpunkt B wird das Hinterglied des Modulus gleich Null 
und der Werth des Modulus wird selbst unendlich. Wenn also 
der Theilpunkt sich von A nach B fortbewegt, so durchläuft 
der Modulus desselben in stetigem Wachsthum alle Werthe von 
Null bis Unendlich. In der Mitte der Geraden AB erreicht 

der Modulus ^-.r die Grösse Eins. 

Ganz ähnlich verhalten sich auch die äusseren Punkte. 
Weil der übergreifende Abschnitt eines Theilpunktes immer 
grösser ist als der äussere, so muss der Modulus eines Theil- 
punktes auf der rückgängigen Verlängerung der Geraden AB 
kleiner sein als Eins, während er auf der andern, vorwärts- 
schreitenden Verlängerung (von A nach ß) grösser ist als Eins. 
Vergleicht man aber die Modulus zweier äussern Theüpunkte 
E' und F' derselben Verlängerung, so bemerkt man, dass beide 
Abschnitte des entfernteren Theilpunktes E 1 um dieselbe Grösse, 
FE' grösser sind, als die Abschnitte des näher liegenden Punk- 
tes F'. Nun ist aber der Modulus eines Theilpimktes der Form 
nach ein Bruch, und aus der Bruchlchre ist. bekannt, dass der 
Werth eines Bruches verändert wird, sobald man Zähler und 
Nenner desselben um gleiche Grössen verändert, und zwar ver- 
ändert sich die Grösse des Bruches bei gleicher Vermehrung 
des Zählers und Nenners so , dass sowohl der ächte als auch 
unächte Bruch sich dem Werthe Eins nähern, welchen Werth 
sie übrigens jedoch erst erreichen, wenn die Grösse, um welche 
Zähler und Nenner zugenommen haben, unendlich geworden 
ist. Hieraus folgt für die äusseren Theüpunkte, dass es nicht 
zwei äussere Punkte gibt, die denselben Modulus haben, und 
dass also die Lage eines äusseren Punktes durch den Modulus 
bestimmt ist; fernerfolgt, dass auf der rückgängigen Verlänge- 
rung (AD'C) der Geraden AB, auf welcher die Modulus der 
Theüpunkte kleiner als Eins sind, ein Wachsthum des Modulus 
mit der Entfernung des Theilpunktes erfolgt, und dass der Mo- 
dulus hier der Grenze Eins sich nähert, dieselbe aber erst 
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erreicht, wenn die Entfernung des Theilpunktcs unendlich gross 
geworden ist. Auf der andern vorwärtsschreitenden Verlänge- 
rung (BF'E'), auf welcher der Modulus eines Theüpunktcs 
grösser als Eins ist, ist mit der Entfernung des Theilpunktcs 
ein Abnehmen des Modulus verbunden, wodurch der Modulus 
der Grenze Eins sich immer mehr nähert, diese Grenze aber 
auch erst bei einer unendlichen Entfernung erreicht. Es erreicht. 
somit auch der Modulus der iiussereu TlieiJpunkte in den End- 
punkten A und B seine Grenzwerthe Null und Unendlich, da- 
gegen bieten die unendlich entfernten Funkte, der beiderseitigen 
Verlängerungen den Mittelwerth der Zahl Eins dar. 

Die gleichartigen TlieiJpunkte zerfallen in Paare, die durch 
ihre Lage und durch ihre Modulus ausgezeichnet sind. In Be- 
treff ihrer Lage lieissen zwei gleichartige Funkte, wie C und (5, 
symmetrisch (Fig. 2), wenn ihre Entfernungen von den Endpunk- 
ten (A@ = BC, AC = B{5.) gleich sind. Ebenso sind auch die 
äusseren Punkte C und ®' symmetrisch, wenn AS' = BC und 
AC = B©'. Aus der symmetrischen Lage der Punkte und S, 
C und S' folgt aber unmittelbar, dass 

AC _ BS A© 

BC ~ A6 _ 1 : B6 
AC'_BS'_ A& 
BC" "~ AS' B<5' 

Die Modulus zweier symmetrischen Punkte haben also eine 
solche Grösse, dass der Modulus. des einen Punktes die reci- 
proke Zahl des andern ist. Zwei innere symmetrische Punkte 
nähern sich einander immer mehr mit ihrer Entfernung von 
den Endpunkten der Geraden AB, in der Mitte der Geraden 
fallen sie endlich zusammen. Die Mitte der Geraden erscheint 
also als der Ort der Geraden, in welchem die zwei symmetri- 
schen Punkte auf einander fallen; wie auch die Zahl Eins, der 
Modulus der Mitte, ihrer reeiproken Zahl gleich ist; in dieser 
Mitte wird der Uebergang von den TheiJpunkteu der Hälfte (AO), 
deren Modulus ächte Brüche sind, zu denTheilpunktender an- 
dernllälfte (BO) , derenModuIus unächtc Brüche sind, vermittelt. 

Zwei äussere symmetrische Punkte entfernen sich, mit ihrer 
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Entfernung von den Endpunkten der Geraden AB, zugleich auch 
immer mehr von einander; endlich treten sie beide zugleich in 
eine unendliche Entfernung zu einander und zu den Endpunkten 
der Geraden. Diese unendlich entfernten symmetrischen Punkte 
vermitteln ebenfalls die zwei Verlängerungen, deren eine durch 
die ächten Bruchwerthe ihrer Modulus und die andere durch 
■die unächten Bruchwerthe ihrer Modulus ausgezeichnet ist. In 
Hinsicht auf die Modulus der Theiipunkte ist man daher ver- 
anlasst, diese unendlich entfernten Punkte als identische Punkte 
der Verlängerungen der Geraden AB zu betrachten. Wir denken 
uns also die Bewegung eines äusseren Punktes so, dass er zu- 
erst, von A ausgehend, auf der rückgängigen Verlängerung 
bis in unendliche Entfernung sich bewegt und die Hallte zurück- 
legt, welche durch ächte Bruchwerthe ihrer .Modulus ausge- 
zeichnet ist, dann von der andern Seite her, aus der unend- 
lichen Entfernung gegen IS hin in gleicher Richtung sieli bewegt, 
bis er, in B angekommen, das andere Ende der Geraden er- 
reicht. Durch diese Lletinikinuig der unendlich entfernten sym- 
metrischen Punkte , in der Reihenfolge der Punkte einer Gera- 
den AB (Fig. 1) ist man berechtigt , die äussersten Punkte einer 
Reihe, wie E' und C ebenso gut, als die Punkte, wie F' und E' 
auf einander folgende zu heissen, indem ein Theilpunkt, der 
in der Richtung von F' nach E' sich bewegt, seinem Modulus 
conform, von C zuerst nach E' gelangt, ehe er zu den Punkten 
zwischen E' und F' kommen kann. — Diese Anschauung, die 
Punkte der unendlichen Entfernung als identische zu betrachten, 
könnte wohl fremdartig scheinen, allein da die Lagen der Punkte 
nur nach ihrem Modulus zu bemessen sind, so ist man durch- 
aus hiezu aufgefordert, und wird auch später noch von anderer 
Seite her zur Festhaltung dieser Vorstellung veranlasst werden. 
Hiemit möchte die Bestimmung der Punkte einer Geraden 
vermittelst der Modulus gehörig ehnrakterisirt sein, und es 
mag .nur noch eine Bemerkung der Vergleichung mit. der ana- 
lytischen Methode hinzugefügt werden. Dort in der analyti- 
schen Geometrie ist die Lage des Tlieiliiunkf.es durch das Maass 
seiner Entfernung von einem gegebenen Punkte, nicht für sich 
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allein bestimmt; es ist mich die Richtung, in -welcher der Punkt 
zu suchen ist, noch durch ein Plus- oder Minus - Zeichen zu 
vervollständigen. Hier, in der neueren Geometrie, wo die Lage 
des Theilpunktes durch den Modulus im Verhaltniss zu den 
Endpunkten einer geraden Strecke AB bestimmt wird, ist eben- 
falls noch etwas nothwendig, weil derselbe Modulus ebenso 
gut einen äusseren als einen inneren Punkt bezeichnen kann. 
Von dieser Seite aus betrachtet, könnte es scheinen, als ob 
durch die Einführung des Modulus nichts gewonnen sei; allein 
hierauf ist zu erwiedern, dass die neuere Geometrie die Mo- 
dulus nicht dazu gebraucht, um die Lage eines Punktes für 
sich zu bestimmen; vielmehr ist das "Wesentliche der neueren 
Geometrie ehen das, dass sie überhaupt die Lage der Raum- 
grüssen nicht durch Zaldlotmen, sondern wieder durch andere 
K.'iumgrössen bestimmt, und in dem vorliegenden Fall, da nur 
die Punkte der geraden Linie betrachtet werden sollen, bestimmt 
sie die Lage eines Punktes durch die Lage eines andern be- 
kannten Punktes, und die Modulus sind nur das einfache Mittel, 
wodurch diese Beziehung vollzogen wird. Hievon werden die 
folgenden Abschnitte den Beweis liefern. 

B. Harmonische Theilung einer Geraden, 

§. 6. Wenn auf der Rklilun- einer geraden Strecke zwei Theil- 
punkte so liegen, das* ihn: deicliiv/onineien .Modulus cinn n< ler nleieh sind, 
so s-ii^l man, sie iheilen die Gerade harmonisch. Zwei Punkte, welch« 
eine gegebene Gerade harmonisch (heilen, heissen einander zugeardma. 
Zwei einander zugeordnete Punkte der harmonischen Theilung haben 
eine uniileieharli^e Lage ; der eine ist ein äusserer, wenn der andere 
i innerer ist, dabei ist durch die Lage eines gegebenen Theilpunktes 
: Lage des zugeordneten Punktes der harmonischen Theilung voll- 
kommen bestimmt. Es gibt zu jedem inneren Punkte nur einen einzigen 
äusseren, und zu einem, äusseren nur einen einzigen inneren, der ihm 
harmonisch zugeordnet wäre. 

§. 7. Liegt ein Theilpunkt der harmonischen Theilung in der Mitte der 
gegebenen Geraden , so liegt sein zugeordneter Theilpunkt in unendlicher 
Entfernung. Bewegt sich ein innerer Theilpunkt von dem einen Ende 
der Geraden zum andern, so bewegt sich der harmonisch zugeordnete 
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Thri'[ninkt von demselben Endpunkte der Oralen ausgehend in ent- 
gi.vmjiL'iiscizi ii- l.ii.chiuug auf der an diesem Endpunkte angrenzenden Ver- 
liicgerong bis in unendliche hjitfennmg , und sodann von der unend- 
lichen Kntfernnng der anderen Verlängerung gegen das andere Ende der 
Geraden, wo er zugleich mit dem inneren T heil punkte ankommt. 

Liegt ein äusserer Punkt in unendlicher Entfernung, so ist sein 
harmonisch zugeordneter Thellpunkt in der Mitte der Geraden. Bewegt 
sich ein äusserer Punkt von einem Ende aus auf der Verlängerung fort 
in's Unendliche, kommt dann von der unredlichen Entfernung auf der 
andern Verlängerung wieder gegen den andern Endpunkt der Gerader., 
so bewegt .-ieh -ein harmonisch ziürtairdni'.terThcilpiinkt in stetem Zug von 
demselben Endpunkte der Geraden aus iu entgegengesetzter Richtung, und 
gelangt mit dem äussern zugleich im andern Endpunkte der Geraden an. 
g. 8. Zwei zugeordnete Thcilpunkte der harmonischeu Theilung einer 
gegebenen Geraden Indien eine beachten swertlic Iie/.irhung zu der Mitte 
der Geraden: 

a) die Hälfte der Geraden ist das geometrische Mittel zwischen den 
Abschnitten , welche zwischen der Mitte der Geraden und den zugeordne- 
ten Theil punkten der harmonischen Theilung liegen. 

h) Das Produkt der zwei Abschnitte, in welche die Gerade durch 
einen der Theilpunklo gvtlicilt wird, ist gleich dem Produkt der Ab- 
sehnitte, iu welche der gleiche Theilpunkt das Stück theiit, das zwischen 
der Mitte der Geraden und dem andern Thcilpunkte liegt. 

Umgekehrt: haben vier Punkte, welche auf einer Geraden liegen, 
eine solche Lage gegen die Mitte des Stückes, das zwischen zwei nicht 
auf einander folgenden Punkten liegt, wie es in den Sätzen a und. ö 
ausgesprochen ist , so l.heilen sie die Gerade harmonisch, 

g. 9. Die harmonische Theilung schliesst eine Gegenseitigkeit ein. Tliei- 
len nämlich zwei Punkte eine begrenzte Gerade harmonisch, so wird auch 
das zwischen diesen Punkten liegende Stück der Geraden durch die End- 
punkte der Geraden harmonisch gctheilt. Diese Gegenseitigkeit macht die 
Unterscheidung der Endpunkte der Geraden gegenüber der Thcilpunkte 
ihrer harmonischen Theilung überflüssig, und man sagt daher von vier 
harmonischen Punkten, dass jedes Paar nicht auf einander folgender 
Punkte durch dos andere Paar harmonisch getrennt sei. 

Die Uebereinstimmung zwischen den Modulus der inneren 
und denen der äusseren Theilpunkte einer Geraden, die wir 
im vorausgehenden Abschnitte kernten lernten, zeigt, dass zu 



/Google 



10 

jedem inneren Theilpunkte ein anderer äusserer vorhanden ist, 
der den gleichen Modiüas hat wie jener; solche zwei Theil- 
punkte einer Geraden nun, deren Modulus einander gleich sind, 
heissen zugeordnete Punkte der harmonischen Theilung. Weil 
man nun überdiess aus g. 3. weiss, dass unter gleichartigen 
Punkten nicht zwei vorhanden sind, deren gleichgeordnete Mo- 
dulus einander gleich waren, so schlieft man. dass von zwei 
zugeordneten Theii|mnkteo der eine ein innerer und der andere 
ein äusserer sein muss, und dass zu jedem Thcilpunkt auch 
immer nur ein einziger zugeordnete!' Theilpunkt der harmoni- 
schen Theilung existirt. Es ist also durch jeden auf der Ge- 
raden AB gegebenen Punkt der zugeordnete harmonische Punkt 
vollkommen bestimmt. Dieser besondere Fall der harmoni- 
schen Theilung, zu der man durch die Modulus der Theilpunkte 
wie von selbst geführt wurde, liefert ein Beispiel, wie die 
neuere Geometrie die Lage eines Punktes, nicht durch eine 
blosse Zahl, wie die analytische Geometrie es taut, sondern 
durch die Lage eines anders Punktes zu bestimmen im Stande 
ist. Die Methode der neueren Geometrie gewinnt dadurch den 
grossen Vortheil , dass sie den Boden des Raumes nicht zu ver- 
lassen nüthig hat und dass sie die Lage aller Punkte ohne Hülfe 
von positiven und negativen Grossen bestimmen kann. Wie 
naturgemäss diese Methode ist, das wird sich übrigens erst in 
der Folge herausstellen, wenn sich zeigen wird, auf welche 
einfache Weise die sonst so verwickelten Eigenschaften der 
Figuren sich entwickeln lassen. 

Die Uebereinstimmung in der Lage der zugeordneten har- 
monischen Theilpunkte einer Geraden ergibt sich so unmittel- 
bar aus dem, was in §. 4. des vorigen Abschnitts gesagt ist, 
dass es kaum niithig scheint, noch Weiteres zur Erklärung 
hinzuzufügen. Ist ja dort schon ausgesprochen, dass die inneren 
und äusseren Theilpunkte, welche mit den Endpunkten der Ge- 
raden zusammenfallen , dass femer die Mitte der Geraden und 
die äusseren Punkte des unendlichen llaumes gleiche Modulus 
haben, so ist hiemit schon gesagt, dass diese Punkte die Gerade 
harmonisch theilen und dass die übrigen Punkte zwischen die- 
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sen Punkten der extremen Lage ebenfalls einander paarweise 
harmonisch zugeordnet sein müssen. Dagegen ist auf einige 
andere Beziehungen der 'harmonisch zugeordneten Punkte zu 
der Mitte der Geraden AB aufmerksam zu machen. 

Bezeichnet man zu dem Ende (Fig. 2) AO = BO = Vs AB mit r, 
und die Abschnitte OC und OC der harmonisch zugeordneten 
Punkte C und C mit y und y', so ist BC = r + i % AC = r — y, 
BC' = / + r; AC' = y l — r folglich 

BC:AC=BC:AC (§. 6.) 
oder r + y:r — y=y' + r : / — r 
woraus durch Reduktion 

j* = yy' 
oder OA» = OC.OC; OC:OA=-OA:OC 

Die Hälfte OA der Geraden AB ist also das geometrische 
Mittel zwischen den Abschnitten ÜC und OC, welche zwischen 
der Mitte und den harmonisch zugeordneten Theilpunktcn 
C und C liegen. 

Zieht man aber von der Gleichung r'* = yy' beiderseits die 
Grösse y" 1 ab, so findet man: 

T i—^=yyi—yt oder (r + y).(r—y) = y(y' — y) 
d. i. AC.BC = OC.CC. 

Die Abschnitte AC und BC des Theilpunktes C bilden also 
ein Produkt, welches dem Produkt der Abschnitte gleich ist. 
in welche OC' durch denselben Punkt C getheüt wird. 

Es ist noch zu bemerken, dass, wenn zwei Punkte C und C 
eineGeradeAB harmonischtheilcii und daher AC: BC=AC':BC 
ist, auch durch Verwechslung der mittleren Glieder folgt, dass 
AC:AC' = BC:BC. 

Nun ist aber das Verhältniss AC : AC der Modulus des 
Punktes A, welcher die Gerade CC theilt, und BC:BC ist 
der Modulus des Punktes B, welcher dieselbe Gerade CC theilt. 
Man sieht daraus, dass wenn die Punkte C undC die Gerade 
AB harmonisch theilen , auch das Stück CC von den Punkten A 
und B harmonisch getheilt wird. Diese Gegenseitigkeit in der 
harmonischen Thcilung macht die Unterscheidung der Theil- 
punkte gegenüber den Endpunkten der Geraden, welche sie 
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tlieilen, überflüssig. Sobald also zwischen vier Punkten eine 
der oben angeführten Proportionen Statt findet, so sagt man: 
die Punkte A und ß werden durch die Punkte C und C har- 
monisch getrennt, und umgekehrt. 

C. Anharm onis che Thcilung einer Geraden. 

g. 10. Wem! auf einer ^ijriäilcji Stretkü nv.ei TheüjuinUe so liegen, dass 
ihre gleichgeordneten Modulus einander nicht gleich sind, so sagt man, 
iks.-. .sie d;c Gerade a nhar.monisch theileu. Das Verhall niss der gleich- 
geordneten Modul us zweier Theilpunkle Ik-i-.-L das DoppcKerhali.ni-s d or- 
selben. 

Durch das Doppelverhältniss zweier Theilpunkte einer Geraden ist 
die Lage der Theilpunkle gegen einander bestimmt, sobald IjckiiniLt ist, 
ob die Punkte eine gleichartige oder eine ungleichartige Lage gegen die 
Gerade haben. Es exislirt nämlich alsdann für einen gegebenen Thcil- 
punkt der Geraden nur ein einziger zweiter, der mit ihm die bezeich- 
nete gleichartige oder ungleichartige Lage hat und ein Doppclvcrliälmiss 
von der gegebenen Grosse darbietet. 

§. 11. Wenn mehrere Paare von Thcilpnnklcn in gleicher Aufeinander- 
folge mit den Vm A jnj.uk teil einer Geraden stehen und sie iLberdiess in einem 
und demselben gleiriigcLiidneirn Doiipeiveriialhiiss liiei.lcn, =0 sagt mau. 
sie theilen die Gerade anharmonisoli proportional, und das Doppel Ver- 
hältnis* selbst heisit Modulus der anliarmiuiiseh proportionalen Theilung 
und die Punkte jedes Paares der anharmoniscb pjoporlionaien Thrilnng 
der Gerader; lieissen einander zugeordnet. 

Von den einander zugeordneten Punkten der anharmonisch propor- 
tionalen Theilung einer gegebenen Geraden sollen diejenigen, deren Mo- 
dulus das vordere Glied der Doppclvcrhällnisse ausmachen, Punkte 
der ersten Reihe helssen, und diejenigen, deren Modulus die hin- 
teren Glieder der DoppeiveriiaJtnis.se ausmachen, Punkte der zwei- 
ten Reihe. 

Derjenige Punkt einer Reihe, welcher den unendlich entfernten 
Punkten der anderen Reih« zugeordnet ist, heisst Gegenpunkt. 

§. 12. Zwischen den einander /u an: ordneten Punkten der anharmo- 
nisch proportionalen Tb ei Iure; linden folgende Beziehungen Statt: 

a) Wenn der eine Theilpunkt mit einem Endpunkt der Geraden zu- 
-aniaieiiliillt , so fällt auch der ihm zugeordnete Punkt mit demselben 

b) Die zwei Gegenpunkte der zwei Punktreihen der anharmonisch ptO- 
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portionalenTheilunghal^neiricsvmmmiseheLagegegcii die Gerade. Haben 
die Theilpunkte eine gleichartige I-.:i^'S so sind die Gegetipnn'kie iiussere 
Punkte; haben sie eine ungleichartige Lage, so sind die Gegenpunkte innere 
Punkte. In Leiden Fällen ist das Verhältniss der Abschnitte des Gegen- 
punkts der ersten Reihe der Punkte dem Modulus der anhtnuimisch 
proportionalen Theilung gleich und der Gegenpunkt der zweiten Reihe 
bildet zwei Abgeheilte, deren Verhältniss dem. reeiptoken Modulus dei' 
anharmonisch proportionalen Theilung gleich ist. 

§. 13. Die harmonische Theilung einer Geraden ist ein besonderer 
Fall der anhannonisch proportionalen Thciluug ungleichartiger Lage. 

Der Unterschied , welcher zwischen ihnen Siatt findet, ist folgender: 

a) Das Doppelvorhidlniss der harmonischen Tlieilnng ist gleich Eins, 
das DoppelvcrliiU.iniss der anliariiioni.-clieii Tlieilimg ist grosser oder klei- 
ner als Eins. 

b) Wenn in der harmonischen Theilung ein Punkt der ersten Reihe 
mit einem Punkt der zweiten Reihe zusammenfällt, so fallen auch ihre 
zugeordneten harmonischen Punkte auf einander. Wenn dagegen in der 
unharmonisch proportionalen Theilung ein Punkt der ersten Reihe mit 
einem Punkt der zweiten Reihe zusammenfällt, so fidlen ihre zugeordne- 
ten Punkte im Allgemeinen auseinander, nur in den Endpunkten der 
Geraden fallen diese Punkte auf einander. 

Die anharmonische TUcifueg stimm! auch darin mit der harmonischen 
überein, dass sie an der Eigenschaft der Gegenseitigkeit Tlieil nimmt. 

Beliebige vier Punkte einer Geraden sind daher unharmonische 
Punkte, von welchen je der vierte durch die drei übrigen bestimmt ist, 
wenn die Aufeinanderfolge der l'unkle und eines der DoppelvorliäUnisse 
gegeben ist, welche zwischen den yier Punkten möglich sind. 

Die harmonische Theilung zeigt uns in einem besondem 
Fall, wie nach der Methode der neueren Geometrie durch einen 
Punkt auf einer gegebenen Geraden die Lage eines andern 
Punktes bestimmt werden kann. Es führte die Vergleichung 
der Modulus der Theilpunkte unmittelbar zur harmonischen 
Theilung, wenn man zu einem gegebenen Punkte denjenigen 
zugeordneten aufsuchte, dessen Modulus dem des ersten 
gleich ist. Aber wenn auch zwei Theilpunkte C und C beliebig 

genommen werden und die Modulus derselben (^ und j^- ) 
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einander nicht gleich sind, so kann doch auch die Lage des 

zweiten Punktes durch die des eisten bestimmt werden, sobald 

das Verhältniss der Modulus der zwei Thcilpunkte zu einander 

gegeben und die Aufeinanderfolge der vier Punkte bekannt ist. 

Denn wenn die zwei Abschnitte der Theilpunkte C und C 

(Fig. 1), welche an dem Endpunkte A liegen, beziehungsweise 

mit a und a', und die zwei Abschnitte am Endpunkte B mit 

b und V bezeichnet werden und der gegebene Werth des 

Doppel Verhältnisses = q ist, so folgt aus 

a a' , a a' , a.' 1 a 

r : .-; = o, dass t — q . t-, und ^ = - . r. 
b b' " b ^ b' b' q b 

Hieraus sieht man, dass, wenn der Punkt C sein Modulus 
und deeseu Verhältniss zum Modulus von C gegeben ist, auch 



jedem Modulus zwei Theilpunkte c.\istiren, ein innerer und ein 
äusserer, wie diess die harmonische Theihmg lehrt, so folgt, 
dass die Lage des Punktes C noch einer Zweideutigkeit unter- 
worfen ist . welche erst gehoben wird , wenn bekannt ist, ob der 
Punkt C ein innerer oder ein äusserer ist. Wenn also ausser 
dem Doppel verhältniss der Punkte C und C noch die Aufein- 
anderfolge mit den Punkten A und li gegeben ist, so ist durch 
die Lage des einen Punktes die Lage des andern Punktes voll- 
kommen bestimmt. Man sagt dcsshalb von zwei beliebigen Punk- 
ten C und C , dass sie die Gerade AB anharmonisch thcilen, 
und es ist -die anharmonische Theilung durch den Werth des 
Doppelverhältnisscs der Theilpunkte und durch die Angabe , ob 
die Punkte eine gleichartige Lage zu AB haben, bestimmt. 

Sucht man nun aber zu den zwei Punkten C und C noch 
zwei andere D und D', welche in derselben Aufeinanderfolge 
mit A und B stehen, wie die Punkte C und C, und deren 
gleichgeordnetes Doppel verhältniss demjenigen der Punkte C 
undC gleich ist, so sagt man: die zwei Paare vonThcilpunktcn 
theilen die Gerade AB anharmonisch proportional, und die 
Punkte C und C, sowie die Punkte D und D', heissen einander 
zugeordnete Punkte der anhanuonisch proportionalen Theilung. 
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Nun kann man zu jedem weiteren auf der Richtung von AB 
gegebenen Theilpunkt e den zugeordneten Theilpunkt der anhar- 
monisch proportionalen Theilung suchen, und man erhält auf 
solche Weise eine Menge von Paaren einander zugeordneter 
Punkte, die zwei Reihen zusammensetzen, nämlich die erste 
Reihe der Punkte, welche durch das vordere Glied des Dop- 
pelverhältnisses, das ihren Modulus angibt, bestimmt, sind, und 
die zweite Reihe der Punkte . welche durch das hintere Glied 
des Doppelverhältm'sses bestimmt sind. 

Vor allem ist nun nö'tliig, ein bestimmtes Bild von der 
gegviiseilige.il Lage der zugeordneten Punkte der anliannoniscli 
proportionalen Theilung zu gewinnen. 

Ist die Lage der zugeordneten Punkte der anharmonisch 
proportionalen Theilung durch den Modulus ^ = 0= 1 .gese- 
hen, so fällt der Theilpunkt C mit dem Endpunkt A zusam- 
men, wenn a = und desswegen auch t = ist, für diesen 
besondem Fall ist der Modulus 



- V 



! q 



woraus r-, = ~ = 0, und a' = 0. Es fällt also jedesmal mit 

dem einen Theilpunkt C auch der andere C zugleich mit dem 
Endpunkt A der Geraden AIS zusammen. Das gleiche Resul- 
tat findet man , wenn man annimmt, dass C mitA zusammen- 
falle, es fällt nämlich alsdann auch C mit eben dem Punkt A 
zusammen. 

Fällt aber ein Theilpunkt der ersten Reihe etwa C, mit 
dem andern Endpunkt B, der Geraden AB zusammen, so ist 
b — und folglich : 

a a' a a' . , o b' 

-:,— = a, - =q , .also auch -=-,— 
ob' " * h" a a'.q 

woraus b' = - . a . q = , 

das heisst, wenn der Theilungspunkt C mit dem Endpunkt B 
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zusammenfällt , so hat auch der zugeordnete Theilpunkt das 
gleiche Schicksal. Das gleiche Resultat ergibt sich, wenn ein 
Punkt C der zweiten Reihe betrachtet wird , der mit dem End- 
punkt B zusammenfallt. Es folgt, dass zwei zugeordnete Theil- 
punkte immer zugleich mit einem Endpunkt der Geraden AB 
zusammenfallen. 

Dieses Resultat, das folgerichtig sieh ergab, olme Rücksicht 
auf die Aufeinanderfolge der '1 'heil punkte mit den Endpunkten 
der Geraden AB muss auch für die zwei Fälle der gleicharti- 
gen und ungleichartigen Lage dieselbe Gültigkeit haben. 

Es sollen nun die Punkte beider Reihen betrachtet wer- 
den , welche unendlich entfernte zugeordnete Punkte haben und 
welche man Gegenpunkte heisst. 

Sind die Punkte C und C in gleichartiger Lage gegen AB 
und theilen dieselben anharmonisch proportional, und ist C 
unendlich entfernt (Fig. 3, b), so ist der Modulus des Theil 
punktes C'= 1 (§.3), und C wird zum Gegenpunkt Q der ersten 
Reihe, für welchen 

| : 1 = q also | = q. 
Ist aber C ein unendlich entfernter Punkt, so ist r = 1 

■also l:rr=Qi ri = - i ™d dieser Modulus y-, bezeichnet 
b' " V q' b' 

die Lage des Gegenpunktes 0' der zweiten Reihe. 

Man sieht hieraus , dass der Gegenpunkt der ersten Reihe 
die Gerade AB so theilt, dass das Verhältniss der Abschnitte 
dem Modulus der anharmonisch proportionalen Theilung gleich 
ist. Der Gegenpunkt der zweiten theilt die Gerade AB so, dass das 
Verhältniss der Abschnitte dem reeiproken Modulus der anhar- 
monischen Theilung gleich ist. Die zwei Gegenpunkte Q und 0' 
haben also eine symmetrische Lage gegen die Gerade AB (g. 4). 
Weil aber die zwei einander zugeordneten Punkte eine gleich- 
artige Lage haben, so müssen auch die Gegciipunktc wie ihre 
unendlich entfernten zugeordneten Punkte äussere Punkte sein. 

Wenn die zugeordneten Punkte ungleichartiger Lage sind, 
so ändert sich an der ganzen Schlussfolge nickte , nur müssen 
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alsdann die Gegenpunkte Q und O, innere Punkte sein, weil sie 
eine den unendlich entfernten Punkten ungleiche Lage haben 
(Fig.3,a). 

Die zwei Gegenpunkte zeigen, dass denselben Punkten, 
nämlich den Punkten der unendlichen Entfernung, je nachdem 
sie der ersten oder der zweiten Reihe angehören, verschiedene 
Punkte der anharmonisch proportionalen Thcilung zugeordnet 
sind, und diese Eigenschaft kommt nicht nur den Punkten des 
unendlichen Raumes, sondern ausser den Endpunkten der Ge- 
raden AB überhaupt allen Punkten der ganzen Richtung AB zu. 

Ist nämlich AB irgend eine nach dem Modulus q anhar- 
monisch proportional getheilte Gerade, und ist C ein beliebi- 
ger Punkt auf ihr, der für sich durch den Modulus r bestimmt 
ist, so wird man den Modulus des zugehörigen Punktes C der 
anharmonisch proportionalen Theilung leicht berechnen, und 
zwar wird, wenn C ein Punkt der ersten Reihe ist, der Mo- 
dulus - des zugehörigen Punktes gefunden durch die Gleichung 

r : - = q. Es ist — = r - 
b y ^ y bq 

Wenn aber an demselben Ort C ein Punkt der zweiten 
Reihe ist, so wird der Modulus — des zugehörigen Punktes 

der ersten Reibe gefunden durch die Gleichung 

v a v aq 

— :-- = q, woraus — ^-r 3 
w b " w b 

Man sieht hieraus, dass dem Punkt C zwei verschiedene 

Punkte zugeordnet, sind, je nachdem in ihm ein Punkt der 

ersten Reihe oder ein Punkt der zweiten Reihe liegt. Die obi- 



— , werden nur in einem Falle einander gleich, wenn der Mo- 
dulus q der anharmoni sehen Theilung selbst gleich Eins ist. 
Für diesen Fall, wo 
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Es ist also in diesem letzteren Falle die anharmonisch 
proportionale Theilung in Wirklichkeit eine harmonische Thci- 
lung. Es folgt hieraus, das* zweien Punkten der zwei Reihen der 
anharmonisch proportionalen Theilung, welche in einem Punkt 
vereinigt sind, zwei ausser einander Hegende funkte zugeordnet 
sind, dass dagegen in der harmonischen Theilung diess anders 
sich verhält, indem dort zweien aufeinander liegenden Punkten 
der zwei Reihen wieder zwei aufeinander liegende Punkte zu- 
geordnet sind. Diese Uebcreinstiuunung der zwei Punkte der 
zwei Reihen macht, dass die Unterscheidung der Reihen hei 
der harmonischen Theilung erst möglich wird, wenn man sie 
als einen besonderen Fall der anharmonischen Theilung kennen 
gelernt hat. 

Nachdem wir nun die Beziehungen zwischen den zuge- 
ordneten Punkten unter einander untersucht haben, bleibt noch 
übrig, ihre Beziehungen zu den Endpunkten selbst Sn's Auge 

zu fassen. Nun kann aber das Doppel Verhältnis* j-.'p = q 

a b 

ohne dnss -icin Werth verändert würde, auf die Form -r :■!-. = q 
' a' b' J 

gebracht werden. Das Glied ,-y oder -^ Vl i st aber der ein- 
fache Modulus des Punktes A, sofern er die Gerade CC tlieilt, 
und das Glied — oder -=^-7-, . ist der einfache Modulus des Punk- 
tes B , sofern er dieselbe Gerade CC' theüt , folglich ist 

a b 

~~* : V == ^ € ' as W°PP''' vt ' I '! |: '^ui.--s der Punkte A undB. sofern sie 

die Gerade CC (.heilen. Man sieht daraus, dass auch das Dop- 
pel verhäl tu iss zweier Theilpunkte, welche eine gegebene Gerade 
theilen, dieselbe Gegenseitigkeit darbietet, wie man diess bei 
der harmonischen Theilung bemerkt hat. Auch wird man leicht 
einsehen, wenn C und C gegen AB eine gleichartige Lage 
haben, etwa innere Punkte von AB sind, dass die Punkte A 
und B äussere Punkte von CC sind und daher auch eine 
gleichartige Lage gegen CC haben. Zum gleichen Schluss 
gelangt man, wenn die Punkte C und C eine ungleichartige 
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Lage gegen AB haben, dann haben auch A und B eine un- 
gleichartige gegen CC; kurz, das Stück CO wird in Betreff 
der Aufeinanderfolge und des Doppelverhältnisses ebenso von 
den Punkten A und B getheilt, wie das Stück AB von den 
Punkten C und C. 

D. Proportionale Umhüllung. 

§. 15. Die anharmoniscli proportionale Theüung einer Strecke gellt in 
die einfach proportionale Umhüllung über, wenn ein Endpunkt der Strecke 
in unendliche Entfernung hin ausrückt und nur noch der andere Punkt 
als ihr Anfangspunkt im endlichen Räume ist. 

In der einfach proportionalen Umhüllung liegen die zugeordneten 
Punkte entweder auf der deichen Seile des Anfangspunktes, indem sie 
gleichartiger Lage sind-, oder sie liegen auf den entgegengesetzten Seiten 
des Anfangspunktes , indem .sie ongleicharligei' Uage sind; in leiden Fül- 
len aber verwandelt sich der Modulus der anharmoni. sehen Theilung hier 
in das Verhältnis;; der Abschnitte /wischen den zugeordneten Punkten 
und dem Anfangspunkte, welches also conslant ist. Die Abschnitte der 
ersten Reihe sind den entsprechenden Abschnitten der zweiten Reihe 
proportional. 

Die Gegenpunkte der einfach proportionalen (.\inh tili eng liegen beide 
im unendlichen Raum. 

§. 16. In dein be;ondem Falle der einfach proportionalen Umhül- 
lung, wo das Verhältniss der zugeordneten Punkte der Zahl Eins gleich 
wird, liegen die zugeordneten Punkte in gleicher Euü'eriLitng vom Anfangs- 
punkte. Diesen Fall kann man daher die uniforme Umhüllung nennen. 
Wenn gefragt wird, ob die anharmoniscli proportionale 
Theüung einer Geraden auch speeifiscli verschiedene Gattun- 
gen in sich schliesse so wird zu antworten sein, dass diess 
der Fall sein wird, wenn entweder der Werth des Modulus 
der Theilung, oder die Grösse der gefhc.ilten Linien einen spe- 
eifisehen Werth annehmen. Das Erste geschieht, wenn das 
Doppelverhältniss den Werth Eins annimmt, und diess führt 
zur harmonischen Theüung. Die Grösse einer Geraden gewährt 
keinen andern specifischeu Werth als die extremen Werthe von 
Null und Unendlich. Der "Werth Null ist in dem vorliegen- 
den Falle nicht zulässig, der andere muss dahin beschränkt 
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werden, dass ein Endpunkt der unendlichen Geraden im end- 
lichen Kaum liege, und dieser im endlichen Kaum liegende 
Punkt kann füglich Anfangspunkt genannt werden. Der Mo- 

dulus der anharmonischen Theilung r : ,-7 = q nimmt in die- 
sem besondern Fall die Gestalt — : — - : q oder -r = q an. 

oo oc ^ a' u 

Das DoppelverhUltnJss zweier zugeordneten Punkte verwandelt 
sich dalier in das einlache Verhältnis;- ihrer Abschnitte und 
die anharmonisch proportionale Theilung in die proportionale 
Umhüllung, Haben die zugeordneten Punkte C und C eine 
gleicharligo Lage, so erschienen sie jetzt wie in Fig. 4, a auf 
der gleichen Seite des Anfangspunktes A. haben sie. eine un- 
gleichartige Lage , so erscheinen sie wie in Fig. 4, b auf ver- 
schiedenen Seiten von A; in beiden Fallen nähern sie sich 
einander um so mehr , je näher sie dem Punkt A rücken und 
die Punkte der einen Reihe liegen dem Punkt A näher als die 
zugeordneten der zweiten Reihe; in dem Punkt A fallen sie 
auf einander. 

Was wird aber aus den Ge.gejipnnk.ten? Ist Punkt Q' 
der zweiten Reihe unendlich weit von A entfernt, so muss 
auch sein- zugeordneter Punkt Q, d. h. der Gegenpunkt der 

ersten Reihe, in unendlicher Entfernung liegen, da jetzt .-yL™ 1 

AO 

in -Q? = q übergeht und also AQ = q.oc = oo ist; wenn q 



einen endlichen Werth hat. wie das vorausgesetzt ist. 
verwandelt sich, wenn ein Punkt der ersten Reihe Q in un- 

endlicher Entfernung liegt, das Verhältnis ^ = q in das 
Verhaltniss -^r? = q, woraus AQ' = — = oc sich ergibt. 

Es fallen also die zwei Gegenpunkte der einfach propor- 
tionalen Theilung zugleich in den unendlichen Raum. 

Endlich gewäh:t die proportionale Umhüllung noch den 
besondern Fall, dass der Modulus ihrer zugeordneten Theil- 
punkte gleich Eins wird. In diesem Fall sind die Abschnitte 
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zweier zugeordneten Theilpunkte einander gleich. Bei einer 
gleichartigen Lage, decken sich also je zwei homologe Theil- 
punkte , und hei einer ungleichartigen Lage liegt der Anfangs- 
punkt in der Mitte zwischen zwei homologen Punkten. Die- 
ser letzte Fall läset allein etwas für sich Bestehendes übrig 
und ist das, was man uniforme Umhüllung heisst. 

E. Conforme Punktereihen, 

g. 17. Auch auf zwei verschiedenen Geraden tonnen die Punkte, 
wenn sie mit gleichen Buchstaben des Alphabets bezeichnet, werden, so auf 
einander bezogen werden, dass durch einen Punkt der einen Geraden 
ein homologer Punkt der andern Geraden lies Lim mt. hl. Das Mittel die- 
ser Beziehung ist auch hier die gleiche Aufeinanderfolge der Punkte 
und die Gleichheit der Doppel Verhältnisse der homologen Abschnitte, 
die /.wischen homologen Punkten liefen. Eine solche Beziehung der 
Punkte zweier Geraden erfordert aber zum Mindesten vier Paare von 
Punkten, denn bei drei Paaren von Punkten ist selbst nicht einmal das 
Mittel der gleichen Aufeinanderfolge anwendbar, indem drei Punkte, wie 
sie auch versetzt werden mögen, doeli stets in gleicher Aufeinanderfolge 
stehen, wenn gleich die Kichlung, in welcher diese Au feiuaml erfolge 
geschieht, verschieden ist. Bei vier Paaren von Punkten ist aber diese 
Beziehung eine vollkommen bestimmte, wie solches aus folgendem .Satz. 
hervorgeht. 

Sind vier Punkte einer Geraden in gleicher Aufeinanderfolge mit 
vier homologen Punkten einer andern Geraden, und theilen zwei homo- 
loge Paare dieser Punkte die Abschnitte, welche zwischen den zwei 
übrigen Punkten liegen, in gleichem Doppelvcrhaltniss, so »erden auch 
je zwei andere homologe Abschnitte von den zwei übrigen homologen 
Punktepaaren in gleichem DoppcKcrliäliuisse gefbeilt , so dass überhaupt. 
alle einander entsprechenden Doppel Verhältnisse der vier Pitnktepaaron 
einander gleich sind. Diese zwei Heilten heissen conform. 

Diese Beziehungen zwischen den Punkten zweier Geraden können 
auch auf eine tnussere und selbst unbegrenzte Zahl von Punkten aus- 
gedehnt werden. 

Sind nämlich drei Paare von Punkten auf zwei Geraden gegeben, 
und fügt man zu denselben noch zwei andere Paare hinzu, von wel- 
chen jedes mit den gegebenen drei Paaren zwei conforme JieiUcu bildet 
so sind überhaupt je vier Punkte der einen Linie den vier homologen 
Punkten der andern Linie conform. 
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Man wird also auf diese Weise Reihen von einer unbegrenzten 
Zahl von Punkten auffinden können, von «eichen je vier Punkte 
der einen Reihe mit den vier homologen Punkten der andern Reihe in 
conformer Lage sich befinden , und solche Punkteleihen heissen con- 
form (A)- 

Es folgt aber aus dem Begriff de T Conformität solcher Reihen, dass 
dieselbe durch drei Paare von Punkten vollkommen bestimmt sind, so 
dass, wenn drei Paare von Punkten auf zwei Geraden gegeben sind, zu 
jedem Punkt der einen Geraden nur ein einziger homologer Punkt der 
andern Geraden exisürt. Es folgt ferner, dass, wenn unter den Punkten 
der einen Reihe vier harmonische Punkte sich befinden, auch die homo- 
logen Punkte jeder conformen Reihe harmonisch sind, und umgekehrt 
bilden vier Paare von harmonischen Punkten stets zwei conforme Reihen. 

Endlich folgt noch ans dem Begriff der Conformität, dass zwei 
Reihen, welehe einer dritten Reihe eonform sind, auch unter sich con- 
form sind. 

g. 18. Conforme Punktereihen lassen folgende besondere Fälle un- 
terscheiden: 

a) Wenn die zwei unendlich entfernten Punkte zweier conformen 
Reihen homolog sind, so theilen die übrigen Punkte die Geraden, auf 
denen sie liegen, in proportionale Abschnitte. 

Umgekehrt. Punktereihen, welche die Geraden, auf denen sie lie- 
gen, in proportionale Abschnitte theilen, sind confbrm, und es sind 
auch ihre Punkte des unendlichen Raumes homolog. 

b) Wenn zwei Gerade durch zwei Punktereihen so getheilt werden, 
dass alle homologen Abschnitte einander gleich sind, so sind sie eben- 
falls conform und bilden den besondern Fall der uniformen Reihen. 

§. 19. Unter den Punkten zweier conformen Reihen ist derjenige 
jeder Reihe von besonderer Bedeutung, welcher dem unendlich entfern- 
ten Punkte der anderen Reihe homolog Ist, er heisst Gegenpunkt. 

Jeder Gegenpunkt theilt die Gerade, auf der er liegt, in zwei Aeste, 
deren jeder nach einer Seite hin in den unendlichen Raum verlauft. 
Bewegt sich nnn auf der einen Geraden ein Punkt aus ''er unendlichen 
Entfernung her durch den Gegenpunkt der Geraden hindurch, bis er 
■wieder auf der andern Seite in's Unendliche sieh verliert, so bewegt 
sich auf der andern conformen Geraden der homologe Punkt von sei- 
nem Gegenpunkt aus auf dem einen Aste hin in's Unendliche, wo er 
ankommt, wenn der erste Punkt in seinem Gegenpunkt steht, und hier- 
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auf erscheint er auf dein andern Aste, wo er aus der unendlichen Fem« 
her .seinem (jc^enpitnkt sieh nähert, welchen er erreicht, sobald .sein 
homologer Punkt wieder das unendlich entfernte Kude seines zweiten 
Astes erreicht hat, so dass sich die zwei Auste der zwei Geraden in 
umgekehrtem Sinne entsprechen. 

Die Lage der homologen Punkte gegen ihre Gegenpunkte ist einem 
sehr einfachen Gesetze unterworfen, denn es sind die Abschnitte zweier 
conformen Ptinkterciticn , welche «wischen den homologen Punkten und 
d.trJL Gcgcnpnnktcn liefen, umgekehrt proportional, oder mit anderen 
"Worten, es ist das Iterltlcck aus den Abschnitten cotistani, welches zwischen 
zwei homologen Punkten und den Gegenpiinktc» ihrer Richtungen liegt. 

§. 20. Ein besonders zu beachtender Fall tritt ein. wenn zwei 
conforme Pnnkiet i.dben in eine; geraden l.iichtung vereinigt siiul. Solche 
Reihen hei.ssen einstimmig conform, wenn die Punkte der zwei Reihen 
in gleicher Richtung auf einander folgen, sie beisson eutge^en^eselKl. con- 
form, wenn ihre Aufeinanderfolge in entgegengesetzter Richtung geschieht. 

Bei den einstimmig conformen Reihen liegen je zwei homologe 
Punkte stets auf den Aesfen entgegengesetzier Lage, hei den entgegen- 
gesetzt eoid'ii ritten Reihen lie«en sie tlagegcu auf den A es teil gleiche!' Lage. 

Unter den homologen Punkten zweier in einer Richtung vereinigter 
Punkieieüien gibt es auch solche, (Sie paarweise zusammenfallen, und. 
solche Punkte ihrer gemeinsehaiilichen lucidum;, in welchen zwei homo- 
loge Punkte der conformen Reihen in einem Ort vereinigt sind, heissen 
Hauptpunkte. Ilinsii.ittlich dieser Hauptpunkte ist noch Folgendes zu 
bemerken: 

a) Zwei in einer Richtung vereiniale Reihen können höchstens zwei 
Ilaoprpnnkte haben; wenn in mehr als zwei Orten homologe Punkte 
der conformen Reihen vereinigt sind, so fallen die conformen Punkte- 
reihen überhaupt mit allen ihren homologen Punkten auf einander. 

b) Die einstimmig conformen Reihen haben entweder zwei Haupt- 
punkte, die zwischen den Gegenpunkten symmetrisch liegen, oder sie 
haben nur einen Hauptpunkt in der Mitte zwischen den zwei Gegen- 
punkten, oder aber sie Italien üar keinen Hauptpunkt, so dass nirgends 
zwei homologe Punkte in einem Ort zusammentreffen. Sollten die 
Gegenpttu'kie .selbst auf einander fallen, so haben sie keine Hauptpunkte. 

c) Die entgegengesetzt conformen Reihen einer Geraden haben stets 
zwei Hauptpunkte, welche ausserhalb der durch die Gegenpunkte be- 
grenzten Strecke, und zwar ebenfalls symmetrisch gegen dieselbe liegen, 
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Sollten die Gegeupunkte selbst auf einander fallen, so ist ihr Ort in 
der Mitte zwischen den Hauptpunkten, 

d) So oft zwei in einer Geraden vereinigte conforme Reihen mit 
ihren C!egf!n;iunl;t(;n nicht auf einander fallen, wohl aber zwei Haupt- 
punkte haben, so wird die Struck»! zwischen den Hauptpunkten durch 
die homolog- n Punkte der cönformen Reihen unharmonisch propor- 
tional <:ct heilt. Die anbarmoniscli proportionale Theilung Ist also nur 
ein besonderer Fall zweier in einer geraden l'.ichtun^ vereinigten toiiför- 
men Punktcreihen. 

e) So oft zwei in einer Geraden vereinigte eonforme Reihen mit 
ihren Gegenpnnkten auf einander fallen, übrigens zwei Hauptpunkte 
haben, so wird die Strecke zwischen den Hauptpunkten durch die 
homologen Punkte der cönformen Reihen harmonisch gethejlt. Es 
ist also auch .die harmonische Thc-Üuriy; ein besonderer l'all ton formet 
Punktereihen, die in einer Geraden vereinigt sind. 

Bisher wurden nur Punkte einer und derselben geraden 
lvichtiiug in den Bereich der Betrachtung gezogen; der Ge- 
sichtskreis ist nun dahin zu erweitern, dass die Punkte ver- 
schiedener Geraden mit einander in Beziehung gesetzt werden; 
und zwar ebenfalls in eine solche Beziehung , dass die Punkte 
der einen Geraden durcli die Punkte der anderen Geraden in 
ihrer gegenseitigen Lage bestimmt werden. Wir haben es also 
jetzt mit Tunktereihen verschiedener Geraden zu thun. Aeus- 
serlicli stellt man die Beziehung dadurch her, dass man die 
Punkte der einen Geraden mit denselben Buchstaben des Al- 
phabets bezeichnet, wie die Punkte der anderen Geraden- Das 
Wesen der Beziehung soll ebenfalls das gleiche bleiben, näm- 
lich die Gleichheit der Aufeinanderfolge und der Doppelver- 
hältnissc. Weil aber jetzt keine gegebene feste Punkte, wie 
die Endpunkte der harmonisch oder der anharmomsch propor- 
tionalen Geraden, mehr unterscheiden werden, sondern alle 
Punkte einander coordinirt sind, so hat man vor Allem die 
zwei Mittel der Beziehung, nämlich das der Aufeinanderfolge 
und der Doppelyeriiälriiisse, noeh einmal naher in's Auge zu 
fassen, ehe man an das eigentliche Geschäft der Beziehung 
der Punkte zweier Geraden schreiten kann. 

Was nun zuerst die Aufeinanderfolge der Punkte einer 
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Geraden betrifft, so werden wir zuerst bemerken, dass drei 
Punkte einer Geraden , wie man sie auch gegen einander ver- 
setzen mag , doch stets in der gleichen Aufeinanderfolge blei- 
ben, sobald man den Begriff der Aufeinanderfolge nach der 
in §. 5 gewonnenen Anschauung festhält. Drei Punkte ABC 
lassen zwar sechs Permutationen zu ABC, ACB, BAC, BCA, 
CAB, CBA ; in allen diesen Permutationen sind aber je zwei 
Punkte wie A und B in unmittelbarer Aufeinanderfolge begrif- 
fen; denn entweder stehen diese Punkte wirklich neben ein- 
ander und dann sind sie ohnehin aufeinanderfolgend, oder aber 
sie sind durch den dritten Punkt C getrennt, dann sind sie die 
äusseren Punkte der Reihe und als solche sind sie ebenfalls 
aufeinanderfolgend (§. 5). Ein anderer Unterschied , der jedoch 
mit der der Aufeinanderfolge nicht zu verwechseln ist, ist der 
der Richtung und in dieser Beziehung zerfallen die sechs Per- 
mutationen in zwei Abtheilungen, deren eine eine Richtung hat, 
die der der andern entgegengesetzt ist. Die Richtung von der 
Linken zur Rechten bemerkt man in den Permutationen ABC, 
BCA, CAB; und die Richtung von der Rechten zur Linken 
zeigen die Permutationen ACB, BAC, CBA. Es sind sonach 
wenigstens vier Punkte nöthig, damit eine Mannigfaltigkeit in 
der Aufeinanderfolge möglich sei. Tritt aber noch ein vierter 
Punkt D zu den drei Punkten A, B und C hinzu, so kann 
er, welche Permutation auch zu Grunde gelegt werde, entwe- 
der zwischen A und B, oder zwischen A und C, oder endlich 
zwischen B und C stehen, und jedesmal bedingt er eine Ver- 
schiedenheit in der Aufeinanderfolge der vier Punkte. 

Vier Punkte sind aber auch nothwendig, um bei der Be- 
ziehung ihrer Lage das bisher gebrauchte Mittel der Doppel- 
verhaltnisse in Anwendung zu bringen. Zwei dieser Punkte 
erscheinen als die Grenzpunktc einer Strecke, die zwei an- 
deren als die Theilpunkte derselben (g. 10). Da aber je zwei 
Punkte in dem einen oder anderen Sinne gebraucht werden 
können, und da überdiess die Ordnung der Theilpunkte und 
der Endpunkte noch beliebig ist, so ist leicht einzusehen, dass 
eine grosse Zahl von solchen Doppel Verhältnissen schon bei vier 
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gegebenen Punkten möglich ist. Und diese DoppelvcrhUIrni^e 
und ihre Beziehungen kennen zu lernen, soll nun ebenfalls 
noch versucht werden. Man kann die üoppelverhältnisse von 
vier gegebenen Punkten leicht übersehen, wenn man sie mit 
den Permutationen von vier Buchstaben in Verbindung bringt, 
und festsetzt, dass die zwei ersten Buchstaben die Grenzpunkte 
der Strecke sind, welche durch die zwei letzten Buchslaben 
getheilt wird und dass die Aufeinanderfolge der Abschnitte im 
Doppelverhältniss mit derjenigen der vier Buchstaben in der 
l'ermiitatiun in Uehoreinstiinmung sei; hienach wurde z. B. 
AB AD 
5 CB : CD 

neu. Diese Bezeichnung* weise zeigt, dass die Zahl der Dop- 
piJviiihalrnisse zwischen vier 'Punkten mit der Permutation von 
vier Elementen übereinstimmen, also gleich 24 sein muss. Diese 
24 Permutationen lassen sich in drei Gruppen abtheilen, 
welche mit dem Wesen der Doppel Verhältnisse zusammenhän- 
gen, wenn man die Permutation so vollzieht, dass man das 
viergliedrige Produkt A.ISCD zuerst in die drei Doppelprodukte 
AB X CD ; AC X BD ; und AD X BC zerlegt , und nun jetzt 
erst die Permutationen dadurch vollendet, dass mau die zwei 
Produkte gegen einander und die zwei Faktoren jedes einzelnen 
Produkts gegen einander versetzt. Dadurch gewährt jedes der 
drei Doppelprodukte noch 7 Permutationen, so dass man wie- 
der die volle Zahl von 3 . 8 = 24 Permutationen erhält. 

Die aehtPcrniiiliilionen jeder dieser drei Gruppen können 
noch in zwei Abtheilungen, jede zu vier Permutationen ver- 
einigt werden, wenn man noch darauf Rücksicht nimmt, ob 
die zwei Faktoren der zwei Produkte in Betreff der Richtung 
ihrer Aiifciiiandprfoigc mit einander übereinstimmen oder nicht. 
Dadurch erhält man drei Gruppen von je zwei Abtheiluugen 
und jede Abtheilung zu 4 Permutationen. 

Die erste Abtheihmg (einstimmiger Richtung) der ersten 
Gruppe ist AB, CD; BA, DC; CD, AB; DC, BA; 
die zweite Abtheilung {entgegengesetzte Richtung) der ersten 
Gruppe ist AB, DC; BA, CD; DC, AB; CD, BA; 
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die erste Abtheilung der zweiten Gruppe ist 

AC, BD; CA, DB; BD, AC; DB, CA; 
die zweite Abtlieilung der zweiten Gruppe, ist 

AC,DB; CA, BD; DB, AG; BD, CA; 
die erste Abtlieilung der dritten Gruppe ist 

AD, BC; DA, CB; BC, AD; CB, DA; 
die zweite Abtlieilung der dritten Gruppe ist 

AD, CB; DÄ,BC; CB, AD; BC, DA. 
Nachdem nun die Doppel Verhältnisse ihrer Form nach ge- 
ordnet und in Abteilungen gebracht sind, wird man mit Leich- 
tigkeit auch ihre Werthe auffinden können. Man findet fol- 
gende Beziehungen: 

a) die vier Doppelverhiillnissc jeder Abtheilung sind ein- 
ander gleich; diess /eigen die einfachsten Sätze der Bruch- 
lehrc, denn die vier Doppelverhältiusse der ersten Gruppe sind 

AC AD BD BC CA CB DB DA 

BC'BD' AD : AC' DA' DB ' CB' CA 

und jedes dieser Doppolverhültnisse ist dem Bruch ^r-Tri 

gleich, folglich sind sie auch unter sich gleich. Auf gleiche 
Weise zeigt man auch, dass die Doppelverliäl misse jeder an- 
dern Abtheilung einander gleich sind. 

b) In jeder Gruppe sind die Doppel Verhältnisse der einen 
Abtheilung den reriproken Doppelverliiüniisscn der andern Ab- 
theilung gleich. So sind die Doppel Verhältnisse der zweiten 
Abtheilung der ersten Gruppe 

AD AC BC BD DA DB CB CA 

BD'BC AC : AD' CACB' DB ' DA 

jedes dieser Verhältnisse ist aber dem Bruch ftt-t,™ welcher 

selbst wieder nur die reeiproke Zahl von ' " , .- d.h. von der 

Zahl ist, welche denWerth der Doppel verliiiltnissu der ersten 
Abtheilung angibt. 

c) Die Doppelverhältnisse der ersten Abtheilung der ersten 
Gruppe sind um die Zahl Eins grösser, als die Doppel Verhält- 
nisse der eisten Abtheilung der zweiten Gruppe. 
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Setzt man nämlich die Abschnitte AB = a, BC = b, 
CD = c, so ist, wenn die Buchstaben A, B, C, D in alphabeti- 
scher Ordnung an die vier Punkte angeschrieben werden, 

AG = a + b , BD = b + c, AD = a + b + c 
und bezeichnet man auch noch den Werth des Doppelverhält- 
nisses AB, CD mit q, so ist 
a + b a + b + c 
b :— ' iT+~c q 

, .a+ba+b+c , , 

also auch — -r — ■: — £ — r- — 1 = q — 1 

b b + c 1 

was nach gehöriger Keduktion übergeht in 

a a + b -f- c , 

-; ! ! — = q — 1 

b c * 

Est ist aber;-." — - -^— —fit, : rfp d. ü - gleich dem Dop- 
pel vcrhältniss , welches das Symbol AC, BD bat und der ersten 
Abtheilung der zweiten Gruppe angehört. 

d) Die Doppel Verhältnisse der dritten Gruppe sind dem 
Quotienten gleich, den man erhalt, wenn man die Doppelver- 
hältnisse der ersten Gruppe durch die entsprechenden Doppel- 
verhältnisse der zweiten (Truppe dividirt. 

AC AD 



so erhält man -tt^ttf; d. i. CB, AD. 
AB BD ' 

In diesen vier Sätzen sind aber die Beziehungen zwischen 
allen Doppelverhältnissen vollständig gegeben und man kann 
alle Doppelverhältnisse sogleich berechnen, sobald nur eines 
derselben gegeben ist. 

Setzt man das Doppclverliältuiss der ersten Abtheilung oder 
(AB, CD) = q so ist (AB, DC) = - , {AC, BD) = q — 1 



-^L, (AD, BC) = 3^ 
Nach diesen Vorbereitungen kann an die eigentliche Aufgabe 



, (AD, CB) = ^~ v (AD, BC) = ^ 
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de.-: vorliegendcnAuschnihi's geschritten werden. Es ist vorausge- 
setzt , dass auf einer Geraden die Punkte A, B, C und auf einer 
ändern die Punkte A', B', C gegeben seien (Fig. 5). Nun existirt 
zu jedem Punkt D der ersten Geraden immer auch ein zweiter 
Punkt D' auf der zweiten Geraden , welcher zu den Punkten 
seiner Reihe hei gleicher Aufeinanderfolge, die gleichen Doppel- 
vci'haltiiisse hat, wie der Punkt D zu den Punkten seiner Reihe. 
Denn vorausgesetzt, das Doppelverhaltniss AB,CI> der ersten 
Reihe sei gleich q, so findet sich auf der andern Geraden 
immer auch ein Punkt D', der so liegt, dass das Doppel- 
verhaltniss A'B'C'D' = q ist. Denn wenn der Punkt D' all- 
mählig alle Punkte der Geraden durchlauft, so nimmt das 

A'D' 

V'eihaltniss ,,,.,, auch allmäliiig alle "Werthe von bis oo 

an; und weil das Verhiiltniss .-,,-,- zwischen den erstenPunk- 
ten A', B', C constant ist , so wird auch das Doppelvei-hiiltniss 
A'B', C'D'— ütt^-ö/tv n a cfl und nach alle Werthe zwischen 

und oc annehmen; es muss also auch eine Lage des Punktes 
D' geben, für welchen jenes Doppelverhaltniss = q ist. Sind 
aber diese Doppel Verhältnisse der zwei Punktereihen einander 
gleich, so müssen auch alle anderen Doppelverhiiltnisse, deren 
Symbol durch die gleiche Pernmtatiori der Punkte ausgedrückt 
wird, einander gleich sein. So ist z. B. 
das Doppelverhaltniss AC, DB = ■ _ 7 

während auch das Doppelverhaltniss A'C, D'B' = — — r 

ist, folglich ist; auch das Doppel verhält niss AC,DB = A'C, D'B' 
Das Gleiche findet bei allen sich entsprechenden Doppelver- 
bäHnissen Statt. Wir schlie'ssen also, dass überhaupt alle ein- 
ander entsprechenden Doppelverhältnisse der zwei Reihen ein- 
ander gleich sind. 

Diese Beziehungen können aber auch auf Reihen von grös- 
serer Punktezahl ausgedehnt werden, denn vorausgesetzt, es 
seien auch E und E' noch ein Paar entsprechende Punkte, 
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welche mit den Punkten A, B, C und A', B', C in gleicher Auf- 
einanderfolge und unter gleichen DoppelverhUltnissen stehen, 
so wird man schliessen , dass beliebige vier Punkte der einen 
Reihe mit vier Punkten der andern Reihe in gleicher Auf- 
einanderfolge und unter gleichen Doppelverbaltnissen stehen. 
Dass überhaupt gleiche Aufeinanderfolge in beiden Reihen herr- 
schen muss, siebt man sogleich ein. Dass aber auch die Dop- 
pelverbaltnisse gleich sind, ergibt sich auf folgende Weise. 
Es lassen nämlich die fünf Punkte überhaupt vier Combina- 
tionen zu vier Elementen zu ; für die Punkte A, B, C, D,E sind 
dieselben ABCD, ABCE, ABDE, ACDE und BCDE. Weil 
nach Voraussetzung 

, AC AD_A'C A'D' 
'B'D'' 

(ABCE)=A<B<C<E<, so folg, ^:i=^':^|' 

diese zwei Proportionen liefern die dritte 

AD AE A'JD' A'E^ 

BDBE B'D'B'E' 
d. i. AB,DE = A'B', D'E' 

ist aber AB, CD = A'B', CD', so ist auch AC, BD = A'C, B'D' 
und ist AB, CE = A'B', C E', so ist auch AC, BE ~ A' C, B' E' 
und aus diesen Gleichungen folgt wie oben 

AC,DE = A'C',D'E' 
und auf gleiche Weise findet man auch 

BC,DE = B'C',D'E'. 
So oft also zwei Paare von Punkten zu drei gegebenen 
Punkten so liegen, dass sie die gleiche Aufeinanderfolge zu 
ihnen haben und unter den gleichen Doppel Verhältnissen stehen, 
so nehmen überhaupt je vier Paare von Punkten an dieser 
KigriHchaft Theil. Auf solche Weise kann man also, indem 
man immer wieder neue Paare von Punkten unter den glei- 
chen Bedingungen hinzufügt, zwei Reihen licrstellen, in wel- 
chen überhaupt gleiche Aufeinanderfolge und zwischen je vier 
homologen Punkten gleiche Doppel Verhältnisse herrschen. 
Solche Punktereihen heissen coni'orm. Aus der 
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ausgehenden Entwicklung geht hervor, dass zwei conforme 
Punktereihen durch drei Paare homologer Punkte vollkom- 
men bestimmt sind, d. h. dass zu jedem vierten Punkt, der 
einen Reihe nur ein einziger Punkt der zweiten Reihe gehört, 
denn durch den vierten Punkt der ersten Reihe sind die Doppel- 
Verhältnisse zwischen denselben bestimmt, und durch den Werth 
dieser Doppel Verhältnisse wird andererseits die Lage des vierten 
Punktes auf der zweiten Piinktereihe bestimmt. (§. 10). Ebenso 
folgt, auch, dass zwei Punktereihen unter sich conform sind, 
sobald sie mit einer dritten Piinktereihe conform sind. 

Die conforrnen Reihen sind von grosser Wichtigkeit für 
die neuere Geometrie, sie verleihen ihr ihren Ilauptcharakter- 
zug, überall hegegnet man ihnen wieder. Es ist daher nicht 
überflüssig, die besonderen Arten der conforrnen Reihen, so- 
wie auch ihr Verhältniss zu der harmonischen und anharmo- 
nischen Thoilung zu erforschen. 

Weil die Conformität zweier Reihen schon durch drei Paare 
homologer Punkte bestimm; ist, so kann man sich auf diese 
kleine Anzahl von Punkten beschränken. Wie nun in der Auf- 
einanderfolge von drei Punkten in der Richtung ein Unterschied 
bemerkbar ist, so werden auch Reihen von grosser Punkte- 
zahl entweder in gleicher oder entgegengesetzter Richtung ver- 
laufen. Einen andern, noch wesentlicheren Unterschied begründet. 
der Umstand, ob die Punkte des unendlichen Raumes beider 
Reihen homolog sind oder nicht. Ersterer Fall ist möglich, weil 
die zwei Reihen ja auch aus drei Paaren von Punkten ent- 
wickelt werden können, deren eines dem unendlichen Raum an- 
gehört. Sind aber U und U' die zwei homologen Punkte des 
unendlichen Raumes und sind A und A', B und B', C und C 
beliebige andere homologe Punkte des endlichen Raumes, so ist 
AG AU _ A^e A'U' 
BlTIiü B'G' : B'U' 
oder weil nach Voraussetzung AU', BU', A'U', B'U' sämmt- 
licli unendlich gross sind und g= = 1 ist , so folgt 
AÜ A' C 
BC "~B'C 
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Man sieht hieraus , dass die homologen Abschnitte confor- 
mer Reihen proportional sind, sobald ihre Punkte des unend- 
lichen Raumes homolog sind. 

Wenn ausserdem noch AC = A' C sein sollte , so folgte 
aus obiger Proportion auch BC = B'C Es sind also auch 
solche Reihen von Punkten , in welchen die homologen Ab- 
schnitte einander gleich sind, conform. Dieser Fall der Con- 
formität lieisst Uniformität. 

Für dieVergMchmig der gegenseitigen Lage der homologen 
Punkte gewähren diejenigen zwei Punkte Q undQ', Fig. 5, einen 
bequemen Anhaltspunkt , welche den unendlich entfernten Punk- 
ten der andern Reihe homolog sind und welche Gegonptiukte 
heissen. Es ist nämlich der Punkt Q der Reihe A, B, C dem 
unendlich entfernten Punkte Q' der Reihe A', B', C und der 
Punkt Q' der letzteren Reihe dem unendlich entfernten Punkte 
Q der Reihe A, B, C homolog. "Weil aber nach Voraus- 
setzung 

in ^ T u„,r,, ft , ,,AO AQ A'Q' A'Q' 

ABQOAA'B'Q'Q', so ,st ^ : m = ^ : ^ 

aber weil Q und Q, im unendlichen Räume liegen und daher 

AQ . , A' Q' , . . , AQ B' D' 
BQ - « 1 , und g^ 7 = 1, so folgt g^ = jpg, 

oder AQ.A'Q' = BQ. B'O'. 

Diese Beziehungen zwischen den homologen Punkten zu 
den Gegenpunkten zeigen noch auf einfacherem Wege ais die 
Doppelverhätnisse, welche die Conformitiit voraussetzt, dass 
mit der Bewegung eines Punktes auf einer Geraden, auch eine 
stetige Bewegung des homologen Punktes verbunden ist und 
dass also, während der eine Tunkt von der unendlichen Ferne 
her gegen seinen Gegenpunkt fortschreitet, der homologe 
Punkt auf der andern Geraden von seinem Gegenpunkte aus 
in's Unendliche fortrückt und dass so die zwei Aeste, in welche 
die Geradon durch die Gegeupunkte gelheilt werden, sich um- 
gekehrt entsprechen. 

Wendet man diese Regeln auf den Fall an , da zwei con- 
forme Punktereihen in einer geraden Richtung vereinigt sind. 
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so wird man sogleich bemerken, dass, wenn die homologen 
Punkte A, B, C und A', B', C einstimmig sind , das heisst nach 
der gleichen Seite hin auf einander folgen, diese Punkte auf 

verschiedenen Seiten der Gegenpunkte Q und D' liegen müs- 
sen. Denn weil der eine Punkt vom unendlichen entfernten 
Punkt gegen seinen Gegenpunkt sich hin bewegt , wahrend der 
andere Punkt vom Gegenpunkt aus in's Unendliche hinaus- 
rückt, so müssen die zwei Punkte nothwendig nach entgegen- 
gesetzten Seiten hin sich bewegen, wenn sie sich gerade auf 
den zwei Aestcn befinden, welche theilweise auf einander lie- 
gen, und sie werden sich aber in dem gleichen Sinne bewe- 
gen, wenn sie sich auf den entgegengesdzt liegenden Aesten 
bewegen. Fragt man nun, ob auch an einigen Orten zwei 
homologe Punkte der zwei conformen Reihen auf einander fal- 
len , so wird man für den Fall der einstimmig conformen Rei- 
hen sogleich bemerken , dass diess jedenfalls nur attischen den 
Gegenpunkten Q und D' der Fall seyn kann; weil nur die 
Punkte der Strecke QD' die Eigenschaft haben, dass sie zu- 
gleich auf verschiedener Seile der Gegen« unkte, also etwa rechts 
von Q und links von D' liegen. Hat aber nun ein Punkt A 
der ersten Reihe die Eigenschaft, dass er mit dem Punkt A' 
der zweiten Reihe zusammenfallt , so muss nach g. 19 das Pro- 
dukt AQ . AD' einen constanten Werth p haben , während die 
Summe AQ + AD' = QD' ist. Diess liefert, wenn man für 
AQ und AD die Zahlen a und a' und für QD' die Zahl q 
setzt die zwei Gleichungen 

a + a' = q 

a . a' = p 

woraus a = | + V 4 — P 

Es gibt also, wenn x>P> wirklich zwei reelle "Werthe 
vona, alsoauchzwei Ortefür A, weichender Bedingung entspre- 
chen, dass zwei homologe Punkte der conformen Reihen 
in denselben vereinigt sind. Diese zwei Hauptpunkte fallet! 

Paulus, neuere, ebene GeomelriB, 3 
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aber zusammen , wenn -L — p = 0, und dann existirt also nur 

ein Hauptpunkt. Wenn aber -i-<;p, so wird a imaginär 
und es existirt gar kein Hauptpunkt. 

Sind aber die in derselben Richtung vereinigten Punkt- 
reihen entgegengesetzt conform, so liegen je zwei homologe 
Punkte auf derselbe» Seite der Gegenpunkte und folglich stets 
auf der Verlängerung von Q£l'. Sollen nun aber in einem 
solchen Punkt A von QD' zwei homologe Punkte ver- 
einigt sein, so bleibt Alles wie oben, nur dass a — a' = q 

und man erhält a = — ^ + y * -f- p 

woraus man sieht , dass hier immer zwei symmetrisch liegende 
Punkte vorhanden sind, welche der Bedingung entsprechen, 
indem der Werth von a nicht imaginär, aber auch nicht gleich 
Null werden kann. 

Mit mehr als zwei Paaren von Punkten können die con- 
formen Reihen nicht auf einander fallen , weil durch drei Punkte 
dieselben schon bestimmt sind, so dass sie, sobald sie mit drei 
Paaren homologer Punkte auf einander fallen , überhaupt 
mit allen Paaren ihrer homologen Punkte sich decken 
müssen (§. .1.7). Aber das kann eintreten, dass die Punkt- 
reihen so auf einander liegen, dass die Gcgenpunkte Q undO 1 
selbst, auf einander fallen. Alsdann ist q = o und wenn 
die Reihen einstimmig conform sind, so wird a^ + V -- !*! 
und der Werth der Hauptpunkte ist imaginär; es existiren also 
hier keine Hauptpunkte: wenn aber die Reihen entgegengesetzt 
eonform sind, so wird a — + V + P und es existiren immer 
zwei Gegenpunkte, welche auf beiden Seiten von Q in glei- 
cher Entfernung liegen; oder hier liegt der gemeinschaftliche 
Gegenpunkt in der Mitte zwischen den Hauptpunkten. 

Man wird nun bereits bemerken , dass so oft Hauptpunkte 
existiren. die harmonische und unharmonische Thcilung zum 
Vorschein kommt. Denn sind A und B die zwei Hauptpunkte, 
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ferner C und C, D und D', E und E' homologe Punkte der 
conformen Reihen, so folgt aus 

ABOD A ABCD' 

, AC AD_AC AD- 

0MS BC : SD _ BC'BD< 

. AC AC_AD Äiy 

Oder BC : BC' ^ BD ' BD' 

die Punkte C und C, D und D' theilen also die Gerade AB 
anharmonisch proportional. Fallen aher die Gegenpunkte Q 
und Q' auf einander und setzt man für D und D' die homo- 
logen Punkte Q und Q', wo Q' im unendlichen Kaum liegt, 
so erhält man 

ABCQ A ABC Q' 
und AC.AQ m AC_'.AQl 

BC'BQ BC BQ' 
hier ist aher AQ' = BQ' = oo nnd AQ = BQ (20, h) 
, . , AC AC 
'*' BC=BC 
d. h. die Punkte C und C theilen die Strecke AB harmonisch. 

F. Involutorisehe Punktreilicn. 

§. 21. Der besondere Fall zweier in einer geraden Richtung vereinigten 
conformen Punlikeihcn , welche gerade eine soli/he Lage gegen einander 
haben, dass sie mit ihren Gegeiip unkten auf einander fallen, ist "von 
solcher "Wichtigkeit, dass er durch einen Ij es und ein Namen, nämlich 
den der Involution , ausgewhhuet wird. 

Sobald nämlich zwei conforme Runktrcihen so in einer geraden 
Richtung vereinigt werden , dass sie, seien sie einstimmig oder entgegen- 
gesetzt liegend, mit ihren zwei Onr-jij-'ii.:iki.r-n auf einander fallen, so 
nimmt man überhaupt die Eigenschaft an ihnen wahr, dass die zwei 
Punkte der zwei Reihen, welche in einem Ort ihrer Richtung vereinigt 
sind, wieder solchen Punkten homolog sind, die an einem Orte auf 
einander fallen. 

Durch diese Eigenschaft können zu einer gegeliencn Zahl von Punk- 
ten, welche einer [leihe angehören , sogleich die homologen Punkte der 
zweiten Reihe einfach dadurch gefunden werden, dass man die accen- 
tuirteu Buchstaben mit nicht accentuirten , und die nicht accentuirten 
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Buchstaben mit aceentuirtcn gleichlautenden Buchstaben vertauscht. 
Wegen dieses Ineinandergreifens der Punkte beider Reihen wird von 
ihnen als von einer Reihe gesprochen, welche involutorisch genannt wird. 

Es folgt hieraus, dass die Involution einer Geraden durch zwei 
Paare von Punkten vollkommen bestimmt ist, und dass zu jedem drit- 
ten Punkt der einen Reihe immer nur ein einziger homologer der 
andern Reihe existirt. 

§. 22. Der Punkt, in welchem die zwei Gegenpunkte der zwei 
involuforischen conformen Punktreihen vereinigt sind, heisst der Cen- 
tralpunkt der Involution. 

Die Abschnitte, welche zwischen den homologen Punkten einer 
involutorischen Punktleihe und dem Centralpunkt der Involution lie- 
gen, sind umgekehrt proportional; das Rechteck aus zwei homologen 
Abschnitten ist also eine constante Zahl; und umgekehrt, so bald eine 
solche Lage von Punkten bei übrigens gleicher Aufeinanderfolge vor- 
handen ist, so stehen die Punkte in Involution. 

§. 23. "Wenn zwei in einer Richtung involutorisch vereinigte Punkt- 
reihen in ihrer Aufeinanderfolge übereinstimmen, so schliessen je zwei 
homologe Punkte den Centralpunkt ein, und es kann die Strecke, welche 
von zwei Punkten der einen Reihe begrenzt ist, nie einen mit ihren 
Endpunkten homologen Punkt der andern Reihe einschliessen, end- 
lich haben die zwei Reihen in ihrer ganzen Ausdehnung nirgends einen 
Hauptpunkt. 

g. 24. Wenn zwei in einer HiriitunL' involutorisch vereinigte Punkt- 
reihen in ihrer Aufeinanderfolge entgegengesetzt sind, so schliessen je 
zwei homologe Punkte den Centralpunkt ein, zwei homologen Paare von 
Punkten trennen sich gegenseitig, und es esistiren zwei Hauptpunkte, 
in gleichen Entfernungen vom Ceiifriüpitnkt. Die übrigen homologen 
Punkte dieser Involution theilcn die Strecke zwischen den zwei Haupt- 
punkten harmonisch. Es ist die harmonisch t: il>eiliiiig sonach ein be- 
sondere Fall der Involution, der übrigens auch schon in §. 20, e 
erwähnt wurde. 

Da die Involution zu dem in §. 20 behandelten Fall ge- 
hört, so müssen auch alle dort ausgesprochenen Gesetze auf 
sie ihre Anwendung finden. Es gibt also auch zwei verschie- 
dene Arten der Involution, je nachdem die zwei Punktreihen 
in einstimmiger oder entgegengesetzter Lage auf einander fol- 
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gen. Im ersten Fall liegen die homologen Punkte auf ent- 
gegengesetzter Seite des Centralpunktes (§. 21) und schliessen 
also denselben ein; im zweiten Fall liegen sie auf einer Seite 
desselben. Im ersten Fall können also zwei Punkte durch ihre 
homologen Punkte nicht getrennt werden, während diess im 
zweiten Fall 'geschieht; im ersten Fall existirt kein Haupt- 
punkt , während im zweiten Fall deren zwei existiren , welche 
in gleicher Entfernung vom Centralpunkt abstehen. Alle diese 
Folgerungen sind bereits in §. 20 enthalten. Es ist daher nur 
noch auf das Eigenthümliche der Involution aufmerksam zu 
machen, welches darin besteht, dass zwei Punkte, welche in 
einem Ort vereinigt sind, wieder solchen Punkten homolog 
sind, die ebenfalls auf einander fallen. Sind z. B. C und C 
zwei homologen Punkte der zwei Reihen und befindet sich 
in C zugleich der Punkt D der ersten Reihe, so muss auch 
der Punkt D' der zweiten Reihe auf den Punkt C der ersten 
Reihe fallen, denn es ist jedenfalls 

QD:QD' = QC':QC, 
weil aber in Voraussetzung C und D auf einander liegen, so 
ist QC' = QD, folglich ist auch QD' = QC; es muss also 
auch D' mit G zusammenfallen. Daraus folgt, dass die In- 
volution solche conforme Punktreihen enthält, welche durch 
Versetzung der Accente der homologen Punkte aufgefunden 
werden. Denn sind A, B, C und A', B', C die homologen 
Punkte , so sind auch die Punkte der ersten Reihe , welche 
in A', B', C liegen , den Punkten der zweiten Reihe , welche 
in A, B, C liegen, conform, also ist ABC A'B'C A A'B'C 
ABC. Hieraus folgt weiter, dass zwei Paare von Punkten hin- 
reichen , um die Involution zu bestimmen , da AB A'B' A 
A'B'AB und drei Paare ABA' und A'B'A schon hinreichen, 
um alle übrigen Punkte der ConformitUt zu bestimmen. 

F. Ueberblick über das erste Buch. 
Die Anschauung der neueren Geometrie hat auch in ihrer 
Beschränkung auf die gerade Linie allmählig eine solche Man- 
nigfaltigkeit wahrnehmen lassen , dass ein lieberblick über das 
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bisher Errungene nicht ohneWertli sein wird, zumal, da die 
genetische Entwicklung, welche befolgt wurde, nicht sogleich 
Jedem auch die systematische Einheit, die in der Sache liegt, 
in's Bewusstsein rufen könnte. Die gerade Linie wird bei dieser 
Methode stets als eine Reihe von Punkten (gerades Gebilde) 
betrachtet und diese Reihen werden mit einander in's Verhält- 
niss gesetzt, so dass die Punkte der einen Reihe den Punkten 
der andern Reihe entsprechen. Solehe entsprechende Punkte 
werden mit gleichlautenden Buchstaben bezeichnet und heis- 
sen homolog. 

Die allgemeine Beziehung nun zwischen solchen homolo- 
gen Punktreihen ist die Conformität. Das Mittel der Be- 
ziehung zwischen den homologen Punktreihen ist aber ein 
doppeltes, nämlich die Gleichheit der Aufeinanderfolge 
und die Gleichheit der Doppelverhältnisse zwischen den homo- 
logen Abschnitten. Die Conformität zweier Reihen ist durch 
drei Paare homologer Punkte bestimmt. Von bemerkenswer- 
ther Lage sind die Gegenpunkte der conformen Reihen. 

Die conformen Punktereihen zerfallen in drei Klassen: 

a) die uniformen Punktereihen, bei welchen die homolo- 
gen Abschnitte gleich sind; 

b) die proportionalen Punktereihen, bei welchen die 
homologen Abschnitte proportional und die unendlich ent- 
fernten Punkte homolog sind; 

c) die conformen Punktreihen im engem Sinne, bei welchen 
die unendlich entfernten Punkte nicht homolog sind. 

Eine weitere Entwicklung ergibt sich, wenn zwei conforme 
Punktreihen in einer geraden Richtung vereinigt werden; diess 
kann aber so geschehen, dass die Aufeinanderfolge der Punkte 
in gleichem oder entgegengesetztem Sinne erfolgt , so dass ein- 
stimmig oder entgegengesetzte conforme Reihenpaare unter- 
schieden werden müssen. Solche Reihen fallen entweder mit 
ihren Gegenpunkten auf einander oder nicht. 
a) Fallen zwei in einer Richtung mit einander vereinigten 
Punktreihen mit ihren Gegenpunkten nicht aufeinander, 
so sind noch folgende Fälle zu unterscheiden: 
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et) Die Reihen fallen mit zwei homologen Punktpaaren 
nirgends aufeinander, diess ist nur bei einstimmig con- 

formen Reihen dann der Fall, wenn i <p. 
ß) Die Reihen fallen nur mit einem Paar homologer 
Punkte aufeinander, wenn nämlich -i- = p, dann ist 

der Hauptpunkt in der Mitte zwischen den Gegen- 
punkten. 
y) Die Reihen fallen mit zwei Paaren homologer Punkte 
aufeinander, und haben also zwei Hauptpunkte ; diess 
ist bei den einstimmigen conformen Reihen der Fall, 

wenn ~ > p und eben diess geschieht bei allen ent- 
gegengesetzt conformen Punktreihen. 

Im letzteren Falle wird die Strecke zwischen den 
Hauptpunkten von den homologen Punkten der zwei 
Reihen anharmonisch - proportional getheilt. 
Wenn einer von den Hauptpunkten in den unendli- 
chen Raum fällt, so entsteht eine proportionale Um- 
hüllung. 
b) Fallen zwei in einer Richtung mit einander vereinigte 
Punktreihen mit ihren Gegenpunkten auf einander, so 
hat man den Fall, der Involution heisst. 
«) sind die involutorischen Reihen in einstimmiger Lage, 

so haben sie keinen Hauptpunkt 
■ß) sind die involutorischen Reihen in entgegengesetzter 
Lage, so haben sie zwei Hauptpunkte, und es wer- 
den die Hauptpunkte von jedem Paar homologer 
Punkte harmonisch getrennt. 
Hiemit sind die Arten der conformen Punktereihen er- 
schöpft, und es ist die Basis gewonnen, welche allen weiteren 
Betrachtungen zu Grunde liegt. 
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Zweites Buch. 

Der Vielstrahl. 

A. Transversale des Dreiecks. 

§. 25. Parallele Transversalen zwischen parallelen Geraden bilden 
gleiche Abschnitte, und umgekehrt; 

Wenn zwei Transversalen auf zwei parallelen Geraden gleiche Ab- 
schnitte bilden, so sind sie auch unter sich parallel. 

§. 26. Wenn man mit der Seite eines Dreiecks eine Transversale 
parallel zieht, so thcilt sie die beiden anderen Seiten in proportionale 
Abschnitte, und umgekehrt : 

Wenn eine Transversale zwei Seiten eines Dreiecks in gleichar- 
tigen Punkten schneidet und in proportionale Abschnitte theilt, so ist 
sfe mit der dritten Seite parallel. 

g, 27. Eine beliebige Transversale durchschneidet die Seiten eines 
Dreiecks entweder in lauter äusseren Punkten, oder in einem äusseren 
und zwei inneren Punkten und theilt in jedem Falle dieselben so, dass 
die Abschnitte eines Thcilpunktes sich verhalten wie die gleichgeord- 
neten Modulus der zwei anderen Thcilpunkte. Umgekehrt: Wenn man 
auf den Sichtungen der drei Seiten eines Dreiecks drei Thcilpunkte, 
die entweder lauter äussere sind, oder unter welchen nur ein äusserer 
ist, so nimmt, dass die Abschnitte eines der Thcilpunkte sich verhal- 
ten wie die gleichgeordneten Modulus der zwei anderen Theilpunkte 
#0 liegen die drei Theilpunkte in einer geraden Richtung. 

Der eigentliche Gegenstand des zweiten Buches beruht auf 
einem Satz, der gewöhnlich in den Elementen der Geometrie, 
wo er hingehört, nicht in seiner Allgemeinheit behandelt wird, 
und der gleichwohl von der grössten Bedeutung ist, Diess 
ist der Satz über die Transversale des Dreiecks. Der- 
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selbe rausste daher hier vorausgeschickt werden, ehe man zur 
wirtlichen Aufgabe dieses Buches fortschreiten konnte. Die 
Transversale des Dreiecks kann aber entweder alle Seiten des 
Dreiecks durchschneiden, oder sie wird mit einer Seite des- 
selben parallel laufen. Der letzte besondere Fall, §. 26, wird 
überall in den Elementen der Geometrie behandelt, und soll 
daher hier nicht näher besprochen werden. Es mag nur be- 
merkt werden, dass er selbst noch einen besonderen Fall ein- 
schliesst, der dann eintritt, wenn eine Ecke des Dreiecks in 
unendlicher Entfernung liegt, wodurch statt eines Dreiecks und 
seiner parallelen Transversalen zwei parallelen Geraden zwi- 
schen zwei parallelen Transversalen, §.25, sich ergeben. Es 
ist bekannt, wie der letzte extreme Fall durch die Congruenz 
der Dreiecke, der besondere Fall 26 durch Anwendung des 
Falles 25 bewiesen wird, und es mag hier nur noch gezeigt 
werden, wie §. 25 auf 26 zurückgeführt wird. 

Ein Blick auf Figur G zeigt, dass ein Dreieck überhaupt 
zweierlei Transversalen zulässt, solche nämlich, welche wie EF 
in Fig. 6, a die Fläche des Dreiecks und also zwei Seiten in 
zwei inneren Punkten E und F, und die dritte Seite in einem 
äusseren Punkte D, oder auch solche, welche die Dreiecks- 
fläche nicht und daher, auch alle Seiten des Dreiecks in äusse- 
ren Punkten E , F und D , Fig. 6, b durchschneiden. Trotz 
dieser Verschiedenheit ist die Transversale nur einem gleichen 
Gesetze unterworfen. Zieht man nämlich in Fig. 6, a oder in 
Fig. 6, b durch einen Endpunkt C des Dreiecks ABC mit der 
Transversalen EF eine Parallele CG, so folgt aus §. 26 
AE:EC = AD:DG und BF:FC = BD:DG. 
Werden diese zwei Proportionen durch einander dividirt, 
so hebt sich das Glied DG auf und man erhält: 
AE BF ._. BT , 
EÖ : fc = AI):BI> - 
AE 
W' 
chen die Transversale anf der Seite AC hervorbringt, und 
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ebenso ist — der Modultis des Theilpunktes F, welchen die 
Transversale auf der Seite BC bildet. Dabei ist zu bemerken, 



EC 
ihren zuerst genannten Abschnitten AE und AD an demselben 

Punkt A liegen, so wie auch die Hinterglieder — und BD 

mit ihren zuerst genannten Abschnitten BF und BD demsel- 
ben Punkt B angehören, man sieht daraus, dass die Abschnitte 
eines Tlieilpunkts sich verhalten wie die gleichgeordneten Mo- 
dulus der zwei anderen Thcilpunkte. — Hätte man die Hilfs- 
linie zwar der Transversalen parallel, aber durch ein anderes 
Eck des Dreiecks gezogen, so hätten sich' folgende Proportio- 
nen ergeben. 

• t* ™ AD CF , „„ „ r BD GE 
AE:CE= BD : BF UndBF:FC = ÄD : ÄE- 
Proportionen, die alle nach der gleichen Regel gebildet sind. 
Dieser allgemeine Satz hat auch seine Umkehrung. Setzt 
man nämlich voraus, dass von den Punkten E, F und D die 
zwei ersten E und F innere Punkte sind, während der letztere 
D ein äusserer ist, und dass sie so hegen, dass 
AE.BF 
" EC'FC 

so müssen die Punkte E, F und D entweder in geraderRIch- 
tung seyn, oder es muss die Richtung der geraden EF die 
Richtung der Seite AB in einem Punkt D' scheiden, der von 
dem Punkt D dieser Richtung verschieden ist. Im letzteren 
Falle lehrt aber der vorausgehende direkte Satz, dass 
.„, . m , AE.BF 
AD:BD= EC : FC 
folglich ist jedenfalls 

AD : BD = AD': BD'. 
Weil aber die Punkte E und F innere Punkte sind, so 
muss nothwendig D' ein äusserer seyn, und also eine mit D 
gleichartige Lage haben. In diesem Fall können aber die 
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zwei Punkte, deren Modulus nach der letzten Proportion ein- 
ander gleich sind, keine von einander verschiedene Lage ha- 
ben (§. 3), sie decken sich und der Punkt D, welcher die oben 
vorausgesetzte Lage hat, liegt also mit den Punkten E und P 
in einer geraden Eichtung. 

JB. Conformitat der Viclstrahlen. 

§. 28. Gerade Linien, welche in einet Ebene liegen und durch einen 
Punkt gehen, bilden eine Gestalt, welche man Vielstrahl (Strahlen- 
biiscliel',- lieisst. Will man die Zahl der Geraden angehen, welche den 
Vielstrahl bilden, so sa«t man Dreistrahl, Vierstralil etc. Die Geraden 
welche den Vielstrahl bilden, heissen Strahlen, der Punkt, von 
welchem sie ausgehen, Scheitel (Centrum). 

Wenn der Scheitel eines Vielstrahls im unendlichen Raum liegt, 
so erseheinen seine Strahlen des endlosen Raumes als Parallellinien. 
Parallellinien bilden daher einen extremen Fall des Vielstrahls, der Pa- 
ralleh'ielatrahl heissen soll. 

§. 29. Eine Gerade, die nicht durch den Scheitel des Vielstrahls 
geht, heisst Transversale, die Punkte, in welchen sie von den Strah- 
len des Vielstrahls geschnitten wird, heissen Theilpunkte. Sind zwei 
oder mehrere Transversalen durch einen Vielstrahl gezogen, so heissen 
die Theilpunkte, welche auf demselben Strahl liegen, unter sich und 
diesem Strahl homolog. 

Die Theilpunkte zweier Transversalen eines Vielstrahls bilden zwei 
conforme Reihen, und zwar sind je zwei auf einem Strahle liegenden 
Theilpunkte homologe Punkte ihrer Conformitat, auch sind in ihrem Con- 
vergenzpunkt zwei homologe Punkte vereinigt. 

Dieses allgemeine (itsei^ ^di Messt noch folgende besondere Fälle ein: 

n) Parallele Transversalen werden durch jeden Vielstrahl propor- 
tional gethcilt; 

1») Ein Parallelvlelslrahl theilt alle convergenten Transversalen pro- 
portional und alle parallelen Transversalen uniform. 

§. 30. Das Gesetz, welchem die Transversalen eines Vielstrahls un- 
terworfen sind, bietet ein Mittel dar, die Viclstrahlen selbst mit einan- 
der zu vergleichen. Die Vieletrahlen heissen nämlich selbst conform, 
sobald die Theilpunkte ihrer Transversalen beziehlicb. conforme Punkt- 
reihen sind; auch heissen die Strahlen der zwei Vielstrahlen homolog, 
welche durch die homologen Punkte ihrer Transversalen gehen. 
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a) Die Conformität zweier Vielstrahlen ist durch drei Paare ihrer 
homologen Strahlen vollkommen bestimmt. Wenn also von zwei Viel- 
itrahlen drei Paare von Strahlen gegeben sind, so kann zu jedem vier- 
ten Strahl des einen Vielstrahls nur ein einziger homologer Slrahl im 
anderen Vielstrahl gezogen werden. Auch sind zwei Vielstrahlen con- 
form, sobald sie mit einem und demselben dritten Strahl eonform sind. 

b) Gleiche Vielstrahlen, d. h. solche, in welchen die homologen 
Strahlen gleiche Winkel mit einander machen , sind jedenfalls conform. 
Conform sind daher auch Viel strahl en , deren homologe Strahlen ein- 
ander parallel laufen oder senkrecht auf einander stehen. 

c) Aber auch Vi cl strahlen , die nicht einander gleich sind, können 
conform sein. Um die Conformität zweier solcher Vielstrahlen zu he- 
nrtheilen, sind besonders diejenigen Transversalen tauglich, welche mit 
zwei homologen Strahlen parallel gezogen werden. Transversalen, wel- 
che mit zwei homologen Strahlen zweier conformeii Vielstrahl cn pa- 
rallel gezogen werden, erleiden durch die übrigen liomologim Strahlen 
eine proportionale Theilung, und umgekehrt : Wenn zwei VirlsinihJmi 
die Eigenschaft haben, dass ihre Transversalen, welche mit zwei homolo- 
gen Strahlen parallel gezogen werden, proportional gctheilt werden, so 
sind sie conform. 

§. 31. Wenn zwei conforme Vielstrahlen einen gemeinschaftlichen 
Scheitel haben, so heissen sin n>rn:i.'iiiri;Ch ; aucli lieisuTi .«.ic rinstiiümii: 
oder entgegengesetzt conform, je nachdem die Aufeinanderfolge ihrer 
homologen Strahlen in gleichem oder entgegengesetzten Sinne stattfindet. 

a) Wenn zwei conforme Vielstrahlen mit mehr als zwei homologen 
Strahlen auf einander fallen, so fallen sie mit allen homologen Strahlen 
auf einander. Sie können also, wenn dicss nicht geschehen soll, höch- 
stens mit zwei homologen Strahlen auf einander fallen. Es kommen 
übrigens hier wie bei den conformen Punktreihen gleicher Richtung fol- 
gende Fälle vor : Einstimmig conforme Vielstrahlen können entweder 
mit zwei, oder mit einem, oder mit zwei homologen Strahlen auf ein- 
ander fallen; entgegengesetzt conforme Vielstrahlen fallen immer mit 
zwei Paaren homologer Strahlen auf einander. Auch heisst man hier 
diejenigen Strahlenrichtungen, in welchen zwei homologe Strahlen ver- 
einigt, sind, Hauptstrahlen. 

b) Es heissen zwei concentrische Vielstrahlen involutpriseh, sobald 
sie die Eigenschaft haben, dass zwei in einer Richtung vereinigte Strah- 
len wieder mit zwei Strahlen homolog sind, die auf einander fallen. 
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Und sobald diess mit irgend zwei Paaren homologer Strahlen der Fall 
ist, so findet es auch bei allen übrigen Paaren ihrer homologen Strah- 
len Statt 

c) Der involutorische Vielstrahl einstimmiger Aufeinanderfolge hat 
keinen Hauptstrahl ; der involutorische Viclslrah! entgegengesetzter Auf- 
einanderfolge hat stets zwei Hauptstrahlen. Die zwei Ilauptstrahlen bil- 
den mit jedem weitern Paar homologer Viel strahlen einen harmonischen 
Vierstrahl. Zwei harmonische Vierstrahlen siud stets auch conform. 

d) Jeder involutorische Vielstrahl theilt jede Transversale involuto- 
risch, und jeder Vielstrahl, der eine Transversale in volu torisch theilt, ist 
involu torisch. Jeder harmonische Vierstrahl theilt jede Transversale 
harmonisch, und umgekehrt. 

e) Wenn eine Transversale mit einem Strahl eines harmonischen Vier- 
strahls parallel geht, so wird sie durch die drei übrigen Strahlen in 
gleiche Theile getheilt, und so oft sie eine solche Theilung erleidet, 
ist sie parallel auf dem vierten Strahl. 

f) Ein Vielstrahl, welcher mit den zwei Seiten und zwei Diagonalen 
eines Parallelogramms parallel geht, ist stets harmonisch. 

Der Vielstrahl, eine Versammlung gerader Linien, die 
alle durch einen bekannten Punkt der Ebene gehen, ist das 
einfachste Mittel, um alle Punkte der Ebene auf einen einzi- 
gen Puukt, den Seheitel des Vielstrahls zu beziehen, und da- 
durch seine Lage zu bestimmen. Es ist daher auch das Mit- 
tel, welches die analytische Geometrie] zu Grunde legt. In 
der Polarcoordination wird die Lage eines Punktes dadurch 
bestimmt, dass man die Lage des Strahls, auf dem der Punkt 
liegt, durch den Winkel bestimmt, welcher zwischen ihm und 
einem andern bekannten Strahl liegt, und seine Lage auf dem 
Strahl dadurch, dass man die Länge des Stücks, das zwischen 
ihm und dem Scheitel des Vielstrahls liegt, angibt. Auch 
die neuere Geometrie legt den Vielstrahl ihrer Methode zu 
Grunde, sie kümmert sich aber nicht um den Winkel, welchen 
die Strahlen mit einem Hauptstrahl machen, sondern sie sucht 
die gegenseitige Lage der Strahlen durch die Schnittpunkte 
zu bestimmen, welche dieselben mit einer Transversalen ma- 
chen. Dadurch gewinnt sie den grossen Vortheil, dass sie die 
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Winkel vermeidet, die nur durch die incommensurablen trigo- 
nometrischen Maasse bestimmt werden können. Nun lässt zwar 
derselbe Viclstrahl unendlich viele Transversalen zu, es zeigt 
sich aber, dass zwischen denselben eine merkwürdige Ueberein- 
stlmmung in Betreff der Schnittpunkte herrscht, welche der 
Vielstrahl auf ihnen hervorbringt. Bezeichnet man die auf 
demselben Strahl liegenden Schnittpunkte mit einerlei Buch- 
staben, und heisst sie homolog, so wird man zuerst das be- 
merken, dass die homologen Theilpunkte zweier Transversa- 
len unter sich und in Verbindung mit ihrem Convergenzpunkt 
stets in gleicher Aufeinanderfolge stehen, sobald man auch 
hier die Erweiterung des Begriffes der Aufeinanderfolge in 
Anwendung bringt, den man schon in §. 5 aufzustellen ver- 
anlasst war. Ein Blick -auf die Figur 1 wird die Richtigkeit 
dieser Behauptung sogleich klar machen. In der That dreht 
man die Transversale A'B'C um den Convergenzpunkt Q da- 
durch, dass man den Winkel zwischen den Transversalen im- 
mer mehr wachsen lässt. so wird QA' zuerst parallel mit dem 
Strahl OC werden, später wird sie ihn j;. auf der Rückseite 
schneiden, und der Punkt C, der mit A' und B' auf der glei- 
chen Seite von Q lag, tritt jetzt auf die entgegengesetzte Seite, 
bei fortgesetzter Drehung der Transversalen 1>A' in gleichem 
Sinne, wird auch der Punkt B' und endlich auch der Punkt A' 
auf der entgegengesetzte Seite von Q treten. Die Verände- 
rungen, die in der Lage der Theilpunkte der Transversalen 
sich ergeben, bringen keine andere Veränderung hervor, als 
eine solche, welche durch die Versetzung der äussersten Punkte 
bezweckt wird, und weil die äussersten Punkte als aufeinan- 
der folgend betrachtet werden (§. 5), so wird dadurch die Auf- 
einanderfolge der Theilpunkte nicht gestört. Es finden aber 
noch weitere Ueberemstimniungun zwischen den Theilpunkte« 
der Transversalen Statt. Jeder Strahl bildet nämlich mit den 
zwei Transversalen ein Dreieck, das von den andern Strahlen 
als von Transversalen geschnitten wird, und dadurch wird der 
Satz §. 27 auf sie anwendbar. 
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Das Dreieck QÄA' durch OBB' geschnitten, liefert die 
Proportion 

0A ,. 0A -^>2 
0A - 0A -QB<-yB 

Dasselbe Dreieck OAA' durch OCC geschnitten, liefert 
die Proportion 

0A ' :0A = ^ : Q-§- 

Es folgt hieraus 

A'B' W = AB AC 
QB' : QC Qß : QC 

Die zwei Transversalen sind also in den homologen Punk- 
ten Q A B C und Q A' B' C conform getheilt (§. 17). Und zieht 
man nun noch heliebige andere Strahlen des Vielstrahls, so 
sind nach dem Vorausgehenden doch alle dem gleichen Gesetz 
unterworfen, da ja drei Paare homologer Schnittpunkte mit 
dem Convcrgenzpunkt der Transversalen eine conforme Thei- 
lung begründen; man schliesst also, auf g. 18 gestützt, dass 
die Transversalen jedes Vielstrahls in ihren homologen Schnitt- 
punkten conform getheilt sind, und dass auch der Convcrgenz- 
punkt der Transversalen ein homologer Punkt der conformen 
Theilung ist. 

Sind die zwei Transversalen einander parallel, so liegt der 
Convcrgenzpunkt im unendlichen Raum, und weil er ein ho- 
mologer Punkt der conformen Theilung ist, so geht für die- 
sen Fall die eonforme Theilung in die proportionale über (§. 19). 

Hat man aber einen Parallclvielstrahl, so sind alle Gera- 
den, welche mit den Strahlen parallel laufen, Strahlen des 
Parallelviclstrahls, es ist also auch die Gerade des unendlichen 
Raumes, welche den Strahlen des Parallelstrahls parallel geht, 
ein Strahl dieses Vielstrahls, und weil sie die Transversalen 
auch nur in Punkten des unendlichen Raumes schneiden 
kann, so sind also auch die unendlich entfernten Punkte belie- 
biger Transversalen homolog, und die conforme Theilung ist 
in diesem besonderen Falle eine proportionale (§. 19). Ein 
Parallelvielstrahl theilt also alle Transversalen, auch die con- 
vergenten, proportional. 
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Zieht man aber endlich, auch in dem Parallelvielstrahl pa- 
rallele Transversalen, so sind sie nicht nur proportional ge- 
theilt, sondern sie sind , wie man sich durch g. 26 sogleich 

überzeugt, uniform getheilt 

Diese merkwürdige Eigenschaft des Vielstrahls, alle seine 
Transversalen conform zu theilen, gibt ein Mittel an die Hand, 
die Vielstrahlen selbst mit, einander zu vergleichen. Hat ein 
Vielstralü die Eigenschaft, dass er eine Transversale so theilt, 
dass sie der Transversalen eines anderen Vielstrahls conform 
ist, so werden überhaupt alle Transversalen des ersten Viel- 
strahls den Transversalen des zweiten Vielstrahls conform ge- 
theilt, da zwei Linien unter sich conform getheilt sind, sobald sie 
einer und derselben dritten Linie conform getheilt sind (§. 17). 
Hau hfiisst daher die Vielstrahlen selbst conform, sobald sie die 
Eigenschaft haben, dass sie ihre Transversalen beziehungs- 
weise conform theilen; und diejenigen ihrer Strahlen, welche 
die homologen Punkte der eonformen Theilung hervorbringen, 
heissen ebenfalls homolog. Die Conformität der Vielstrahlen 
ist für die Methode der neueren Geometrie von der größtem 
Wichtigkeit, indem dieselbe ihr gewährt die Lage einer Ge- 
raden durch die Lage einer andern bekannten Graden , und 
somit ohne Hilfe von Zahlausdrücken zu bestimmen. Wie 
aber die Conformität zweier Graden schon durch drei Paare 
ihrer homologen Punkte bestimmt ist, so muss offenbar auch 
die Conformität zweier Vielstrahlen durch drei Paare homolo- 
ger Strahlen vollkommen bestimmt seyn. Sind Figur 8 drei 
Strahlen A, B, C eines Vielstrahls und drei Strahlen 31, 83, 6 
eines zweiten Violstrals Ö gegeben, und man zieht in dem ersten 
Vielstrahl noch einen vierten Strahl D , so esistirt in dem 
zweiten Vielstrahl ebenfalls nur ein einziger homologer 
Strahl 3) , wenn der zweite Vielstrahl dem ersten conform 
seyn soll , weil der Theilpunkt 3) , den er auf seiner Trans- 
versalen hervorbringt, durch den Theilpunkt D der Transver- 
sale des ersten Vielstrahls, vollkommen bestimmt ht (4. 17) und 
weil durch den Theilpunkt 2) nur ein einziger Strahl des Viel- 
strahls Q gehen kann. Auf diese "Weise wird durch jeden 
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Strahl des ersten Vielstrahls , der als bekannt betrachtet wird, 
ein Strahl im zweiten Vielstrahl bestimmt. 

Zur Beurtheilung der Conformität zweier Vielstrahlen, so 
wie zur Construction conibrmer Vielstrahlen, sind unter den 
unzähligen Transversalen, die in jedem Vielstrahl gezogen 
werden können, diejenigen von besonderem Werthc, welche 
mit zwei homologen Strahlen parallel gezogen werden. Ist 
z. B. der Vielstrahl jD, 2I$8<5£@ dem Vielstrahl 0, ABCDE 
coniorm, Fig. 8, und man zieht die Transversale 0® |j GS', die 
Transversale OE || QC, so liegen die Theilpunkte 31'©'©'©'©' 
den Theilpunkten A'B'C'D'E' homolog. Wegen des voraussetz- 
ten Parallelismus liegen aber E' und <5' im unendlichen Raum, 
und weil diess homologe Tunkte der conformen Theilung 
sind, so verwandelt sich die conforme Theilung hier in die 
proportionale (§. 18). Transversalen, welche mit den homolo- 
gen Strahlen zweier Vielstrahlen parallel gezogen sind, erlei- 
den daher eine proportionale Theilung. Dieser besondere Fall 
bietet ein leichtes Mittel dar, um in einem zweiten Vielstrahl 
der einem gegebenen ersten conforin seyn soll , beliebig viele 
homologe Strahlen zu ziehen. 

Wenn zwei conforme Vielstrahlen so auf einander gelegt 
werden, dass sich ihre Scheitel decken, so hat man den 
besondern Fall der concentrischen Vielstrahlen. Zieht man 
in solchen concentrischen Vielstrahlen eine Transversale , so 
wird sie von den conformeu Vielstrahlen auch in conformen 
Punktreiheu durchschnitten werden. Haben diese zwei in der- 
selben Geraden vereinigten conformen Punktreiheu eine ein- 
stimmige oder entgegengesetzte Aufeinanderfolge, so haben das 
Gleiche auch die zwei concentrischen Viel strahlen; haben jene 
Hauptpunkte, so gehen durch dieselben offenbar auch Haupt- 
strahlen; kurz, es kehrt für die conformen concentrischen Viel- 
strahlen Alles wieder, was bei den conformen Punktreihen, die 
in einer Geraden vereinigt sind , beobachtet wurde. 

Auch der besondere Fall der Involution wiederholt sich, 
sobald die Transversale, durch die Vielstrahlen involutorisch 
getheilt wird, und im Fall die Aufeinanderfolge der Strahlen 
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in entgegengesetzter Ordnung geschieht, so ergibt sich auch 
hier der besondere Fall des harmonischen Vierstrahls. 

Es wird hinreichen, nur noch darauf aufmerksam zu ma- 
chen, dass der harmonische Viei-strahl (Fig. 9) jede Parallele AC, 
die mit einem Strahl OD parallel gezogen wird, in zwei gleiche 
Abschnitte theilt. Denn weil der Vierstrahl nach Voraus- 
setzung harmonisch ist, so sind auch die Punkte A, E, C, D, 
in welchen er die Transversale schneidet, harmonisch. Es ist 
aber der Punkt D , weil OD U AC ist , in unendlicher Entfer- 
nung, folglich der Punkt E in der Mitte von AC (§. 7). Um- 
gekehrt ist E in der Mitte von AC , so sind die Punkte 
A, E, C, D harmonisch,. und ein Vielstrahl, der durch diese 
Punkte geht, ist harmonisch. Man sieht hieraus, dass ein 
Vierstrahl harnionisch seyn muss, wenn seine Strahlen mit den 
Seiten und Diagonalen eines Parallelogramms parallel gehen. 

C. Perspektivische läge conformer Yielstrahlcn and 
Geraden. 

§. 32. Die Lage zweier conformenPunktrcilimt, bei welcher alle Verbin- 
dungslinien der homologen Punkte in einem Punkte convergireu, heisst 
perspektivisch. Der gemeinschaftliche Con\-ergeu7.punkt dieser Verbin- 
duii<;?liu:i--nlK:isät l'iojektiüiiscciitrum, die Verbindungslinien heisstu I'ro- 
jektionsslrahlen. 

Zwei conforme Punk treiben befinden sich in perspektivischer Lage: 

a) "Wenn in ihrem Schnittpunkt zwei homologe Punkte auf einan- 
der fallen. 

h) "Wenn drei l'aarc ihrer lusinoSi.iMn Punkte [:ei--nck : i w-eh liegen. 

§. 33. Die Lage zweier eonformen Viclstrahlen, hei welcher die Schnitt- 
punkte ihrer homologen Strahlen alle auf einer Geraden eonvcrfriii'ü, 
heisst el.;«niidJs [icr-pckiiviseh, und die Gerade, welche die Schnitt- 
punkte aller homologen Strahlen verbindet, heisst Projeklionsaxe. 

Zwei conforme Vielstrahlen befinden sich in perspektivischer Lage: 
aj "Wenn in der Verbindungslinie ihrer .Scheitel, die wir Scheilel- 
lioie nennen, zwei homologe Strahlen auf einander fallen. 

b) Wenn die Sclmitlpunktt: dreier Paare ihrer homologen Strahlen 
perspektivisch liegen. 

§. 34. Wenn zwei Geraden, welche mit einer dritten tonform ge- 
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theilt sind, mit ihr perspektivisch liegen und in einem Punkte con- 
vLTjfireu, so sind sie auch unter sich conform, sie befinden sich in per- 
f)n:3ifivihcljerl,a^e. sind ihre I'rnjelitiunx'-ejitr.-i lieber; hi einer geraden Linie. 
%. 35. "Wenn zwei Vielstrahlen , welche mit einem dritten Viel- 
strahl conform sind und gegen ihn perspektivisch liegen, und mit 
ihren Scheiteln in einer geraden Linie liegen, so sind sie auch unter 
sieh conform, hcllnden sich in perspektivischer Lage, und ihre drei 
Projektions axeu eoiivergiien in einem einzigen Punkte. 

Um die Lage zu bezeichnen, in welcher die Fuiiktreihcn 
zweier Transversalen eines Vielstrahls sich befinden, kann die 
Anschauung der Projektion benutzt werden. Von dem Strahl 
eines Vielstrahls, der durch einen Punkt seht, wird gesagt, er 
projizire denselben, ,und wenn der projizirende Strahl eine 
Linie oder eine Ebene durchschneidet., so heisst dieser Schnitt- 
punkt die Projektion jenes Punktes. Wenn nun eine Reihe 
von Punkten auf eine andere Gerade von irgend einem Punkte 
aus projizirt wird, so ist ihre Projektion eine zweite Keilte 
von Tunkten, die der ersten conform ist (£. 29); und die Lage 
dieser zwei Punktreihen wird dieser Anschauung gemäss 
perspektivisch genannt. Von zwei conformen Punkt- 
reihen wird also gesagt, sie liegen perspektivisch zu einan- 
der, sobald die Verbindungslinien ihrer homologen Punkte, in 
einem einzigen Punkte convergiren, und zwar heissen jene 
Verbindungslinien l'rojeklimisstraiilen, und ihr gemeinschaft- 
licher Convergenzpunkt Projektionscentrum. Aber auch wenn 
die Verbindungslinien nicht in einem Punkte convergiren 
sollten, so können sie dennoch der, Analogie halber Projek- 
tionsstralden genannt werden. Auch von Vielstrahlen, welche 
durch die Punkte einer und derselben Geraden gehen, sagt 
man, dass sie perspektivisch liegen, weil sie beide dieselben 
Pankte einer Geraden projiziren, und die Gerade, auf welcher 
ihre homologen Strahlen convergiren, heisst Trojektionsaxe. 

Wenn nun die Conformität das Gesetz ist, welches allen 
durch Projektion aus einander hervorgegangenen Punktreihen 
und Vielstrahlen zu Grunde liegt, so fragt es sich nun, an 
welchen Merkmalen kann man erkennen, ob sie auch in der 
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unmittelbaren Lage sich befinden, welche mit dem Namen des 
Perspektivischen bezeichnet wird. Und hier wird die Eigen- 
schaft der Transversalen im Vielstvahl (§. 29), dass in dem 
Convergenzpunkt zweier Transversalen zwei homologen Punkte 
der conformeii TheiJung vereinigt sind, ein leichtes Mittel an 
die Hand geben. Penn man kann auch, den Umkehrungs- 
schluss machen. Sind nämlich zwei in einem Punkt Q con- 
vergirende Gerade in ihren homologen Punkten confbrm gc- 
theilt, so bestimmen schon die Verbindungslinien AA' und 
BB' zweier Paare homologer Punkte (Fig. 8) , das Centruml Ü ; 
und sind nun auch in Q zwei homologe Punkte vereinigt, so wird 
ein viertes Paar homologer Punkte ebenfalls nur auf einem 
Strahl des Centrums O liegen können, weil durch drei Strah- 
len ein Vielstrahl vollkommen bestimmt ist (§.30). In derThat 
setzt man voraus, dass die Punkte A', B', C Q der einen 
Geraden den Punkten A , B , C und Q der andern Geraden 
conform sind, und zieht man von dem Convergenzpunkt 
der Geraden AA' und BB' nach C den Strahl OC, so wird er 
entweder durch €' gehen oder die zweite Gerade in einem dif- 
ferenten Punkt C" schneiden. Wäre das Letztere der Fall, so 
lägen sowold die Punkte A', B', C'undQ als auch die Punkte 
A', B', C" und Q den Punkten A, B, C, Q conform (§. 29). Es 
müssten also auch die Punkte A', B', C Q und A', B' C"Q 
conform sein, was unstatthaft ist (§. 20, a). 

Ein zweites Mittel zur Beurthcilung der perspektivischen 
Lage eonformer Reihen ist die perspektivische Lage dreier 
Paare homologer Punkte. Sind nämlich zwei conforme 
Punktreihen in einer solchen Lage, dass die Verbindungs- 
linien von drei Paaren homologer Punkte, etwa AA', BB' und 
CC in einem Punkte convergiren, so haben die Punkte A', 
B', C, Q mit den Punkten A, B, C und Q eine conforme 
Lage, undj es decken sich in Q zwei homologe Punkte der 
conformen Theilung (S. 29): folglich liegen die Geraden nach 
dem unmittelbar Vorausgehenden perspektivisch. 

Ganz denselben Gesetzen sind auch die conformen Viel- 
strahlen unterworfen. Ist der Vielstrahl P, AP' BC(Fig. 11) dein 
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Vielstrahl P', A'PB'C confonn, und liegen dieselben so, 
dass zwei homologe Strahlen in der Verbindungslinie PP' 
ihrer Scheitel auf einander fallen, und verbindet man die 
Schnittpunkte a und ß zweier homologen Strahlen durch eine 
Gerade, so ist sie eine Transversale, welche den Seheitel- 
strahl PP' in einem Punkt sr schneidet, und es ist die Con- 
forinität der zwei Vielstrahlen durch die drei Paare der in 
Rede stehenden Strahlen vollkommen bestimmt. Ein weiteres 
Paar homologer Strahlen PC und P'C wird die gemeinschaft- 
liche Transversale auch nur in einem und demselben Punkte y 
schneiden, denn wenn sie dieselben auch in zwei dilferenten 
Punkten y und y' schneiden würden , so würde man wieder 
auf zwei eonforme Punktreihen geführt aitßy und unßy\ 
welche mit drei Paaren von homologen Punkten auf ein- 
ander fallen, ohne ganz zu eoineidiren, was mit §. 20 sich nicht 
verträgt. Die zwei Vielstrahlen haben also eine solche Lage, 
dass die Schnittpunkte aller homologen Strahlen auf einer 
und derselben Gerade aß liegen. 

Auch wenn drei Paare homologer Strahlen perspek- 
tivisch liegen, so sind die Vielzahlen überhaupt in perspek- 
tivischer Lage. Denn setzt man voraus, dass diu Schnitt- 
punkte et, ß, y von drei Paaren homologer Strahlen in gera- 
der Linie liegen, und zieht man noch die Verbindungslinie 
PP' ihrer Scheite], so sind nach g. 30 die Vicrstrahlen 'Paßyicvm.d 
P'aßyTt conform, und es fallen in der Verbindungslinie PP' 
jetzt zwei homologe Strahlen aufeinander, folglich befinden 
sich die Vielstrahlen überhaupt in perspektivischer Lage, nach 
dem unmittelbar vorausgehenden Satze. 

Wenn zwei Punktreihen X'X' und X" S" mit einer dritten 
X£ confonn sind (Fig. 12). so sind sie auch unter einander conform 
(§.17); sind aber die zwei erstgcnrmnlcn Geraden mit der drit- 
ten in perspektivischer Lage, so folgt daraus noch nicht, dass 
sie auch unter sich perspektivisch liegen; damit diess folge, 
ist noch eine weitere Bestimmung nothwendig, nämlich die, 
dass sie alle drei in einem Punkt convergiren. Ist aber diess 
der Fall, so treffen in diesem gemeinschaftlichen Convergenz- 
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punkt zwei Punkte der Geraden X'£' und X"X" zusammen, 
welche einem und demselben Punkt der Geraden X3Ü homo- 
log sind, weil vorausgesetzt ist, dass die zwei ersten Geraden 
mit der dritten perspektivisch liefen; es sind also jene zwei 
Punkte auch unter sich homolog, wenn also von drei in einem 
Punkt convergirenden conformen Punktreihen zwei mit der 
dritten perspektivisch liegen, so liegen sie auch gegen einan- 
der perspektivisch (ß.. ?>2. a). Zieht man also nun die ProjeVtions- 
stralilen , so werden sie in drei Scheiteln P, P' und P" con- 
vergiren, eben damit werden sie aber in denselben drei Viel- 
strahlen bilden, die nicht nur conform sind (g. 30), sondern auch 
paarweise perspektivisch liegen (jj. 33), also drei Viel strahlen, 
welche die Eigenschaft haben, dass in drei Verbindungslinien 
je zweier Scheitel zwei homologe Strahlen aufeinander fallen 
(§. 33). Weil der Vielstrahl P' mit dem Vielstrahl P perspek- 
tivisch liegt, so fallen in der Richtung PP' die homologen 
Strahlen Vn und Pjt zusammen , und weil der Vielstrahl P" 
auch mit dem Vielstrahl P perspektivisch liegt, so fallen in 
der Richtung PP" die zwei homologen Strahlen P'V und Vit 
zusammen; folglich fallen auch die Strahlen P'jrund P"re mit 
dem homologen Strahl Pst zusammen, und die drei Scheitel 
P, P' und P" liegen somit in einer Geraden. 

Wenn umgekehrt zwei Vielstrahlen P' und P" einem 
dritten Vielstrahl P conform sind, so sind sie auch unter sich 
conform (§.30), aber wenn zwei Vielstrahlen mit einem dritten 
perspektivisch liegen, so folgt daraus noch nicht, dass sie 
auch unter sich perspektivisch liegen, dazu ist noch die wei- 
tere Bedingung milbig, dass die drei Scheitel der Vielsiiahleu 
in einer geraden Richtung liegen. Sind aber wirldich zwei 
Vielstrahlen P' und P" dem Vielstrahl P nicht nur conform, 
sondern befinden sie sieh mit demselben auch in perspektivi- 
scher Lage, und liegen ihre Scheitel in einer Richtung, so 
werden die Strahlen Vn" und P"sr, welche dem Strahl Vt% 
homolog sind, auch unter sich homolog sein, und weil sie 
mit der Richtung P'P" der Scheitelverbindung zusammen fal- 
len so sind die Vielstrahlen P' und P" auch unter sich in 
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perspektivischer Lage (§. 33). Ihre Axen XX und X" X" bilden 
nun aber Transversalen des Vielstrahls P', und es decken 
sich (also im Convergenzpunkt Q dieser Geraden zwei homo- 
loge Punkte der conformen Theilung (§. 29). Es ist aber auch 
X3t neben X"S" eine Transversale des Vielstrahls P", 
es decken sich also auch im Convergenzpunkt dieser zwei 
Geraden zwei homologe Punkte ihrer conformen Theilung. 
Ebenso decken sich auch im Convergenzpunkt der Axen X'S' 
und X"X" zwei homologe Punkte der conformen Theilung. 
Es sind also auch die drei Convergenzpunkte notliwcndig ho- 
molog, und da je zwei mit dem dritten zusammen fallen, so 
müssen sie alle in einem einzigen Punkte aufeinander fallen, 
oder die dTei Axen der drei paarweisen perspektivischen Viel- 
strahlen convergiren in einem einzigen Punkt. 

D. Projektiviscli© Lage conformer Punktreihen. 

§. 36. Wenn zwei conforme Punktreihen nicht perspektivisch liegen, 
also in ihrem Coinergcn/jinnkt keine homologen Punkte vereini_ r f. sind, 
so conversiren keine drei Projekt ionsstriihlen in einem Punkt, vielmehr 
convetgiten alle Projektionsstraklen in differenten Punkten, demunge- 
achtet kann, wenn man noch eine dritte Punktreihe als Mittelglied 
dimvisdicti bringt, die eine auf die andere projiiktivisdi bezogen wer- 
den, so dass jede mit dem Mittelglied perspektivisch liegt. Aus diesem 
Grunde heissen zwei conforme Puiiktreihen, weiche nicht perspek- 
tivisch gegen einander liegen, projektiviscli. 

§. 37. Die projektivische Beziehung zweier conformen Punktreihen 
kann zwar durch ein drittes Mittelglied jederzeit vollzogen werden, es 
kann aber auch diese Beziehung wieder für sich selbstständig aufgefasst 
werden. 

Es bilden nämlich die geraden Eichtungen zweier conformen Punkt- 
reihen mit je vier Projcktionsstrahlen stets ein Sechsseit, dessen Dia- 
gonalen der gegen üb erstehenden *) Ecken in einem einzigen Punkte con- 
vergiren, und umgekehrt: 

Wenn die Diagonalen der gegenüberstehenden Ecken eioes Scchs- 
seits in einem Punkt convergiren, so werden je zwei Seiten durch die 
vier übrigen conform gethcilt. 

°) DieisteuniUle, 2teund5te, 3teund6te Ed;t Iltissen «jirjjiüiiiliersteh'end- 
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g. 38. Wenn man unter den Punkten der confotmen oder projektivi- 
schen Geraden diejenigen in Betracht zieht, welche mit den in ihrem 
Convergenzpunkt vereinigten homolog sind, so wird die unmittelbare 
Beziehung noch einfacher, indem das Vierseit jetzt zu dieser Bezie- 
hung ausreicht. 

a) Wenn man nämlich durch den Schnittpunkt der zwei Diagonalen 
eines "Vierseils eine beliebige Transversale zieht, welche zwei gegen- 
überstehende Seifen durchsdmeidet, so werden (liest; Seilen durch die 
Transversale und ihren eigenen Convergenzpunlit projektiviseh uelhcilt, 
und zwar sind die in diesem Converj^iiipunkt vereinigen Tunkte den 
Sciinitlpunkten der Transversaleu homolog. 

Dieser Satz hat zwei Umkchrungssätze : 

h) Eine GeTade, welche zwei gegenüberstehende Seiten eines Vier- 
sens in solchen Punkten sehneidet, welche in Gemeinschaft mit dem 
Convergenzpunkt der Seiten eben diese Seiten projektiv isch thrilu srehi 
durch den Convergenzpunkt der Diagonalen. 

c) Zwei projektivische Pnnktreihen bilden mit je zwei ihrer Pro- 
jektionsstrahlen ein Vierseit, dessen Diagonalen in einem Punkte einer 
und derselben Geraden eonvergiren, nämlich derjenigen, «eiche die zwei 
Punkte verbiudet, die den in ihrem Convergenzpunkt vereinigten Punkten 
homolog sind. 

Ein besonderer Fall ergibt sich, wenn die Transversale des Vier- 
sens /.ügleich eine solche Lago hat, data sie durch deu Convergenz- 
punkt der zwei andern Seiten geht. 

d) Wenn man den Convergenzpunkt zweier Diagonalen mit dem 
Convergenzpunkt zweier gegenüberstehenden Seiten durch eine Gerade 
verbindet, so bildet diese Gerade mit den zwei Seiten und der dritten 
Diagonale, die in dem gleichen Eckpunkt cotner^iren, einen harmoni- 
schen Vierstrahl. 

Sobald zwei conforme Punktreihen so gegen einander 
liegen, dass in ihrem Convergenzpunkt zwei homologe Punkte 
vereinigt sind, so eonvergiren alle ihre Projektionsstrahlen in 
einem einzigen Punkt, und diess letztere geschieht auch, so 
bald nur irgend drei ProjcktJonsstrahlen in einem Punkte eon- 
vergiren. Man sieht daraus, dass die Lage zweier conformen 
Punktreihen nur zwei Fälle gestattet , dass nämlich entweder 
alle Projektionsstrahlen in einem Punkte eonvergiren, oder 
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dass sie durchaus in differenten Punkten convergiren. Obgleich 
nun aber dieser letztere Fall nicht gestattet, die Punktrei- 
hen unmittelbar durch das Mittel der Projektion auf einander 
zu beziehen, wie diess bei der perspektivischen Lage der Fall 
ist, so kann es dennoch mittelbarer Weise dadurch gesche- 
hen , dass man eine dritte conforme Punktreihe zu Hilfe zieht, 
mit der die zwei gegebenen Punktreihen zugleich perspekti- 
visch liegen. Es seien z.B. auf den Geraden X' iE' und X"3E" 
(Fig. 13) die Punktreihe 

A'B'C'D'E' A A"B"C"D"E" 
jedoch in projektivischer Lage gegeben, so dass im Conver- 
genzpunkt Q die zwei differenten Punkte C" und D' verei- 
nigt sind, so lasst sich zeigen, dass diese zwei Geraden mit 
einer dritten XX, welche die ersteren in beliebigen nicht 
homologen Punkten A' und B" schneidet, in perspektivi- 
sche Lage zu bringen ist. Nimmt man nämlich auf einem 
Projektionsstrahl A'A", welcher durch den einen jener Punkte 
geht, den Punkt 0" als Projektionscentrum zwischen X"cE" 
und X3t, und bestimmt durch Strahlen dieses Centrums die 
Punkte D, E, so ist in perspektivischer Lage 

AEDB A A"D"E"B" 
folglich auch ADEB A A'D'E'B (§.17). 

Da aber nach Construction das Centrum 0" auf A'A" 
liegt, so fällt der Punkt A der Geraden X£, welcher dem 
Punkt A" der Geraden X"£" homolog ist, auch mit dem 
Punkt A' der Geraden X'3£' zusammen. 

Es befinden sich also auch die conformen Punktreihen 
ADEB und A'D'E'B' in perspektivischer Lage (§. 32). Es wer- 
den also auch die Verbindungslinien CG', DD', EE' in einem 
Punkte 0', dem Projektionsraitium zwischen den Geraden 
X3£ und X'S' convergiren. Es sind also wirklich je zwei con- 
forme Punktreihen mit der beliebigen dritten in perspekti- 
vischer Lage, für zwei verschiedene Projektionsccntra. 

Die Projektionscentra 0' und 0" sind hiebei nicht ganz 
beliebig, denn einmal müssen sie auf den Projcktionsstrahlen 
A'A" und B'B" liegen, welche durch die Schnittpunkte der 
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Geraden XX gehen , sodann aber ist leicht zu seilen, da diess 
Richtung O'O" selbst durch zwei homologe Punkte G' und G" 
der gegebenen Punkt reihen geht; da wegen der perspektivi- 
schen Lage von XS und X"3E" der Punkt G" homolog mit 
G, und wegen der perspektivischen Lage von X£ und X'X' 
der Punkt G' homolog mit G ist, also auch G' homolog mit 
G" sein miiss. 

Umgekehrt kann man auch sagen, so oft zwei Projektions- 
strahlen A'A" und B'B" durch einen dritten G'G'' in zwei 
Punkten geschnitten werden, so sind diese Schnittpunkte 0' und 
0" die]Projektionscentra für die perspektivische Beziehung der 
Verbindungslinie A'B" und der gegebenen conformen Geraden; 
wenn also E' und E" noch zwei weitere homologe Punkte der 
letzteren sind, so convergiren 0' E' und 0" E" in einem 
Punkt E der gemeinschaftlichen Projektionsaxe. 

Diese Eigenschaft, welche die piojektivisehe Beziehung 
zweier Geraden enthält, kann ohne den Begriff der Protection 
fast noch einlacher gel'asst werden. Demi es bilden die vier 
Projektionsstrahlen A'A", B'B", E'E" und G'G" mit den 
gegebenen Geraden X'X', X"X" ein Sechsseit, in welchem die 
Geraden A'B", O'E' und 0"E" als die Diagonalen der ge- 
genüberstehenden Ecken figuriren. Man kann also auch sagen: 
zwei conforme Punktreiheii bilden mit vier ihrer Projektions- 
strahlen stets ein solches Sechsseit, in welchem die Diagona- 
len der gegenüberstehenden Seiten in einem Punkt convergiren. 

Dieser Satz kann auch umgekehrt werden. Hat das Sechs- 
seit A'E'E"B"0'0" die Eigenschaft, dass die Diagonalen 
der gegenüberstehenden Ecken in einem Punkte E convergiren, 
so erscheint 0' als das Projektionscentrum zwischen den per- 
spectivischen Punktreihen A'EB"G und A'E'B'G'. Ebenso 
erscheint 0" als das Projectionsccntrum der perspektivischen 
Punktreihe A'EB"G und A"E"B"G", folglich ist 

A'EB"G A A'E'B'G- und A'EB''G A A"E"B"G" 
also A'E'B'G' A A"E"B"G". 

In solchen Sechsseiten werden also zwei Seiten durch 
die vier übrigen conform getheilt. 
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Diese Beziehung zwischen eonformen Geraden perspekti- 
vischer Lage nimmt noch eine einfachere Gestalt an, wenn 
unter den Theilpunkten auch noch diejenigen aufgenommen 
werden, welche im Convergenzpunkt Q vereinigt sind, denn 
dadurch fallen von den vier Projektionsstrahlelt zwei, näm- 
lich C C" und D' D" mit der gegebenen Geraden X' £' und 
X"3E" zusammen, und schneiden die dritte O'O" ebenfalls in 
zwei Punkten G'G" derselben gegebenen Geraden (Fig. 14), da- 
durch erhält man ein Sechsselt G' G" D"E" E' C', in welchem zwei 
Paare von Seiten in zwei Richtungen zusammenfallen, also in 
Wirklichkeit ein Vierseit G'G"E"E', in welchem die Diagona- 
len in einem Punkt derjenigen Geraden D"C' convergiren, 
welche die differenten Punkte C und D" verbindet, die mit 
den in Q vereinigten Punkten C" und D' homolog sind. Diese 
Eigenschaft des Vierseit? kann übrigens auch sehr leicht direkt 
na cli gewiesen werden, was wegen der Wichtigkeit, welche sie 
hat, von Interesse ist. Es sey daher G'G"E"E' ein ganz be- 
liebiges Vierseit, dessen Diagonalen in dem Punkt E conver- 
giren. Zieht man durch diesen Punkt E noch eine ganz belie- 
bige Gerade CD", so erhält man zwei Vierstrahlen G', G" 
D"E"C" undG"; G'C'E'D', welche gegen die GcradeD"EC 
perspektivisch liegen (§. 33) , und welche desshalb auch die 
Transversalen G" Q und G' Q conform theilcn, folglich 
G"D"E"C" A G'D'E'C' 

In dem Convergenzpunkt Q der zwei Gegenseiten G"E" 
und G'E' des Vierseits sind also die zwei nicht homologen 
Punkte D' und C" vereinigt , welche dem Punkte D" und C 
der Geraden C'D" homolog sind. 

Dieser Satz bietet zwei Umkehrungssätze dar. Weiss man, 
dass auf den gegenüberstehenden Seiten des Vierseils G'G"E"E' 
die Punkte C und D" so liegen, dassG"D"E"C"A«'ü'E'C', 
so müssen die von G' und G" nach diesen Punkten gezoge- 
nen Geraden zwei conforme Vielstrahlen bilden, welche, weil 
sie auf ihrer Scheitellinie G'G" zwei homologe Strahlen ver- 
einigt haben, auch perspektivisch gegen einander liegen (§. 33), 
folglich liegen die Punkte D" und C mit E, als die C 
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punkte ihrer homologen Strahlen in einer geraden Richtung, es 
muss also der Convergenzpunkt E der Diagonalen auf der 
Geraden CD" liegen, welche die Punkte vereiniget, die 
mit den zwei in Q auf einander fallenden Punkten homolog 
sind, oder es muss die Gerade CD" durch den Convergenz- 
punkt der Diagonalen gehen. 

Diese allgemeine Eigenschaft des Vierseits bietet noch 
einen besonderen Fall dar, der sich daraus ergibt, dass die 
Transversale, welche durch den Convergenzpunkt der Diago- 
nale gelit. gerade eine solche Lage hat, dass sie auch durch den 
Convergenzpunkt derjenigen Gegenseiten geht, welche sie zu- 
nächst nicht schneidet. Ist nämlich BDEF (Fig. 32) ein Vierseit, 
dessen gegenüberstehende Seiten in den Punkten AundO, und 
dessen Diagonalen in dem Punkte C convergiren , und zieht 
man die Transversale MN so, dass sie durch den Punkt 
geht, so ist nach dem unmittelbar Vorausgehenden 
BFAN A DEMA. 

Weil aber auch die Seiten BF und DE durch den Drei- 
strahl in conform, in perspektivischer Lage getheilt wurden, 
so ist BFAN 7\ DEMA 

folglich DEMA A DE AM, 

DM, DA DA, DM 
EM : EA EA ' EM 

rDMV /-DAV , DM DA 
woraus (^J = (^J also m = Wa 

Die Punkte A, D, M, E liegen also harmonisch und der 
Vielstrahl 0, ADME ist ebenfalls harmonisch. 

E. Projektivischc Lage conformer Viclstrahlcn. 

§. 39. Wenn zwei con tonne VieJätcuhleu nitht perspektivisch liegen, 
also in ihrer Scheitellinie keine homologe Strahlen vereinigt sind, so 
liegen nirgends drei Cuiivenzenziiiiüki« ihrer humuluiitn Sfr;iMcnpaare in 
gerader Richtung; demunge achtet kann man noch einen dritten conformen 
Vielstrahl, als Mittelglied in solcher Lage zeichnen, dass er mit jedem 
der zwei gegebenen Viel strahlen perspektivisch liegt. Aus diesem Grunde 
heissen zwei Vielstrahlen, welche nicht perspektivisch gegen einander 
liegen, projektivisch. 
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§. 40. Die projekti vi sehe Beziehung zweier eonformen Vielstrahlen 
kann zwar durch ein drittes Mittelglied, jederzeit vollzogen werden, es 
kann aber anch diese BüBieli ujig für sich selbständig anfgefasst weiden. 

Es bilden nämlich die Scheitel zweier eonformen Viclstrahlen mit 
je vier Convcrgenzptinkten ihrer homologen Strahlenpaare stets ein Sechs- 
eck, in welchem die Convcrgenzpunkte der gegenüberstehenden Seiten 
in einer geraden Linie liegen, und umgekehrt: 

Wenn die gegentilierHuhendcn .Seiten eines Sechsecks in drei Punk- 
ten convergiren, die in einer geraden Linie liegen, so bilden die in 
zwei Eckpunkten convergiren den Seiten und Diagonalen stets zwei con- 
forme Vierstralilen projekti vis eher Lage. 

g. 41. Wenn unter den Strahlen der projekti vi sehen Vielsfrahlen 
auch solche in Betracht gezogen werden, welche mit den in der Schei- 
tellime vereinigten hnmülog sind, so wird die Beziehung der zwei Viel- 
strahlen noch chdlieher, indem dieselbe durch ein Viereck geschehen kann. 

a) Wenn man nämlich durch einen beliebigen Punkt einer Diago- 
nalen eines Vierecks, von zwei E;egi:iiiiberHi.'hcndcn Ecken ans zwei 
Simlilcn nicht, so bilden sie mit der Dingoiiitle, welche diese Ecken ver- 
bindet, und mit den in diesen Ecken coiivcrgkenden Seifen zwei pro- 
jcktivische Vicrstraiilen, und zwur sind die in der Scheitel linie vereinigten 
Strahlen mit den Strahlen homolog, welche in dem beliebig genommenen 
Punkt convergiren. 

b) Wenn man zu den zwei Dtci-iruhlcn. welche in zwei gegenüber- 
stehenden Ecken durch die Seilen und die Diagonale dieser Ecken ge- 
bildet weiden, noch zwei weitete Strahlen so zieht, das» die Vierst:alilen 
jeizt prejektiviseh sind, und die letzteren zwei Stralilen den in der 
Scheltellinie liegenden Stählen homolog sind, so convergiren diese zwei 
Strahlen in einem Punkt der andern Diagonale, welche durch die Con- 
vergenz punkte der Gegenseiten geht. 

c) Die Scheitel zweier projekti vi sehen Vielstrahlen bilden mit den 
Convergenzp unkten zweier homologer S!rahlenpaaren ein Viereck, dessen 
gegenüberstehende Seiten in zwei Punkten convergiren, die mit einem 
und demselben Punkte in gerader [Meinung liegen, nämlich mit dem 
Convergen/punkt derjenigen zwei Strahlen, welche den in der Scneilel- 
linie vereinigten Strahlen homolog sind. 

d) Die Diagonalen eines vollständigen Vierecks theilen sich gegen- 
seitig harmonisch. 
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Die Sätze, welche bei Gelegenheit der projektivischen 
Punktreihen sich ergeben, wiederholen sich bei den projekti- 
vischen Vielstrahlen auf eine auffallende Weise, weil die Con- 
foimität der Vielstrahlen auf der der Punktrciheii beruht. 
Diese liebere in Stimmung ist so gross, dass man nur gewisse 
Merkmale verwechseln darf, nämlich den Punkt mit der ge- 
raden Richtung, die Punktreihe mit dem Vielstrahl, um so- 
gleich das Eine aus dem Ändern zu entnehmen. Demungcach- 
tet ist es nöthig, die Projcktivität der Vielstralilen einer be- 
sonderen Betrachtung zu unterwerfen. 

Sobald zwei conforme Vielstrahlen so gegen einander lie- 
gen, dass in ihrer Scheitellinie zwei homologe Strahlen ver- 
einigt sind, so liegen die Convergenzpunkte aller homologen 
Strahlenpaare in einer geraden Richtung (g. 33), und diess ge- 
schieht auch, sobald nur drei solcher Convergenzpunkte in 
einer geraden Richtung liegen. Man sieht daraus, dass die 
Lage zweier coniormen Vielstrahlen nur zwei Fälle gestattet, 
dass nämlich alle Cc-nvurgenzpimkle ihrer homologen ätrahlen- 
paare in einer geraden Richtung liegen, oder dass keine drei 
derselben in einer geraden Richtung liegen, folglich alle auf einer 
Curve sich befinden. Demungeachtet können auch zwei solche 
eonforme Vielstrahlen durch das Mittel der Projektion auf einan- 
der bezogen werden, indem immer ein dritter conformer Viel- 
strahl gezeichnet werden kann, der mit jedem der zwei gege- 
benen in perspektivischer Lage sieh befindet. Diess geht schon 
daraus hervor , dass man für die Vielstrahlen Punktreihen 
ihrer Transversalen setzen kann, welche sodann eine projekti- 
vische Beziehung nach dem vorausgehenden Abschnitt gestatten. 

Allein es kann diese Beziehung auch unmittelbar gesche- 
hen. Denn vorausgesetzt, dass 0' und 0" zwei projeküvische 
VielsIrahhiüsmdfFig.lo), in welchen drei Paare homologer Strah- 
len in den Punkten A", QundB' convergiren, so kann man durch 
Q und A" die Transversale X"3£" und durch Q und B' die 
Transversale X'3£' ziehen. Diese Transversalen werden durch 
die homologen Strahlen der Vielstrahlen nicht nur conform 
getlieih ig. 30), sondern sie sind, weil in ihrem Convergenzpunkt 
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Q zwei homologe Strahlen der Punktreihen vereinigt sind, 
auch in perspektivischer Lage (g.32). Der Convergenzpunkt 
ihrer Projektiv iissirahlcii ft'B", A'A" ist ihr Projektionscentrum. 
Wenn man also noch ein viertes Paar von homologen Strah- 
len zieht, welche in E convergiren, und die Transversalen 
in E' und E" schneiden, so sind auch E' und E" homo- 
loge Punkte der perspektivischen runktreihen auf X'X' und 
X"£", und es muss also auch E'E" durch das Projekihms- 
centrum O dieser perspektivischen Punktreihen gehen. Es 
ist also der Vielstrahl 0, welcher den Vielstrahl 0' in den 
Punkten A'B'E'Q der Transversalen X' X' durchschneidet, mit 
dem letzteren in perspektivischer Lage; er ist aher auch mit 
dem Vielstrahl 0" in perspektivischer Lage, weil seine Strah- 
len mit denen des letzteren in den Punkten A"B"E"Q" der 
Geraden X"3t" convergiren; und diu VieJ=inililen 0' und 0" 
seihst lieisscn pnsjektivlseii, weil sie mit einem und deiiise.ll.im 
Vielstrahl perspektivisch liegen. 

Zugleich bemerkt mau aber, dass die Scheitel 0' und 0" 
der projekti vi sehen Vielstrahlen, und die Convergenzpunkte 
A", Q, B' und E von vier Paaren ihrer homologen Strahlen 
ein Sechseck bilden, in welchem dieCoiivergenzpvmkte E',E" 
und ihrer Gegenseiten in einer geraden Linie liegen, und 
dass diese Lage eine nothwendige ist. 

Man kann diesen Satz aber auch umkehren. Wenn näm- 
lich A"0'EO"B'Q ein Sechseck ist, in welchem die Gegen- 
seiten ;in drei Punkten E', und E" einer geraden Richtung 
convergiren. so bildet eben diese Richtung E'E" mit den inO 
convergiren den Strahlenncutungen O'O" und 00' einen Drei- 
strahl, welcher die Seiten QA" und QB' conform thcilen wird 
(§. 29). Es ist also QB"E"A" A QB'E'A', folglich sind auch 
die Vielstrahlen 0', QB'E'A' und 0, QB"E"A" conform 
(g. 30); sie befinden sich aber nicht in perspektivischer Lage, 
weil ihre Seheitellinie nicht homolog ist. 

Ist ferner QD'E C" ein Viereck (Fig. IG), dessen Gegenseiten 
in den Punkten E' und E" convergiren , und nimmt man nun 
a uf der Diagonale E' E" den Punkt beliebig und zieht durch 
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denselben noch die Strahlen D'D" und C'C", so entsteht in 
ein Dreistrahl, der die Geraden QD' und QC" conform in per- 
spektivischer Lage theilt. Es ist also Q'D'E'C'A Q"D"E"C", 
folglich Vielstrahl C", Q'D'E'C A D', Q"D"E"C". Diese 
Vielstralilen sind aher in projektivischer Lage, weil die in 
der Scheitellinie D'C" nicht unter sich, sondern mit den Strah- 
len C"C und D'D" homolog sind. 

Man kann aber diesen Satz auch umkehren, und sagen, 
wenn man in dem Viereck QD'OC" zu den Dreistrahlen D 
und C", welche durch die anliegenden Seiten und die Diago- 
nale D'C" gebildet werden, zwei weitere Strahlen derpro- 
jektivischen Lage zieht, so dass sie den auf der Scheitellinie 
vereinigten Strahlen homolog sind, so convergiren diese Strah- 
len mit einem Punkt der Geraden, welche die Convergenz- 
punkte E' und E" der gegenüberstellenden Ecken verbindet. 
Denn aus der projektivischen Lage folgt die Conformität der 
Punktreihen. Q'D'E'C und Q"D"E"C", welche überdiess. 
wegen der homologen Punkte in Q, perspektivisch liegen. Es 
müssen also D'D" und C'C" mit E'E" in einem Punkte con- 
vergiren. 

Auch wenn man von irgend zwei conformen projektivi- 
schen Vielstrahlen C" und D' ausgeht , wo ausser zwei ho- 
mologen Strahlenpaaren, die in zwei Punkten Q und E con- 
vergiren, noch die Strahlenpaare gegeben sind, deren eines 
auf der Scheitellinie liegt, so folgt auf demselben Wege, dass 
die Strahlen C C" und D' D" in einem solchen Punkte 
convergiren, der auf der Verbindungslinie der Convcrgenz- 
punkte E' und E" des von den zwei ersten Strahlenpaaren 
gebildeten Vierecks liegt. 

Da nun der Punkt beliebig auf E'E" genommen wer- 
den kann, so kann man ihn auch so nehmen, dass er zugleich 
auf der Richtung der dritten Diagonale liegt. Diesen be- 
sonderen Fall stellt die Fig. 32 dar. In dem Viereck ABCD, 
dessen Gegenseiten in den Punkten F und E convergiren, ist 
auf F E der Punkt 0" so genommen, dass er zugleich auf der 
Richtung der Diagonale AC liegt, folglich sind nach dem Vor- 
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ausgehenden die Vielstrahlen D, AFBO" und B, AE 0" D 
conforra in projektivischer Lage, sie sind aber auch, weil A, 
CO in gerader Kichtung liegen, conform in perspektivischer 
Lage, so dass D, AFBO" A B, AEDO". Diese doppelte Con- 
formität ist nur möglich, wenn die Yierstrahlen harmonisch 
sind , wie oben bei 38, d gezeigt wurde. 

Die Diagonale AC wird also durch die zwei andern Dia- 
gonalen in den Punkten 0' und 0" harmonisch getheilt, so 
wie EF in den Punkten 0" und 0' und BD in den Punkten 
0' und 0. 
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Drittes Buch. 

Collioeation. 

A. Begriff und EntwSekching der Collineatlon. 

g. 42. Die geradlinige Punkt reihe und der ebene Vielstrahl heis- 
een Gebilde der ersten Stufe oder einförmige Grundgebilde. 

Ebene Figuren, die, wie die Vielecke, oder wie die Curvea in 
ihren Tangenten und Sekanten viele einförmige Grundgebilde cin- 
seh'iiessL'ii, Imistfii ebene Systeme oder Gebilde der zweiten Stufe, 

Will man ebene Systeme auf einander beziehen, so muss zu jedem 
Punkt des einen Systems ein homologer Punkt des andern Systems 
bestimmt werden, jeder Linie des einen Systems als einer stetigen Auf- 
einanderfolge von Punkten, wird eben damit auch eine nomoliigfi J.Iniu 
entsprechen, welche die Punkte einschliefst, die jenen homolog sind. 
"Wird nun die Beziehung so vollzogen, il;;--s judem einiuruiigsn Grund- 
gebilde des einen System, wieder ein einförmiges und zwar ein con- 
formes Grundgebilde im zweiten System homolog ist, so heissen die 
ebenen Systeme collineär. 

Der Begriff der Collineation schlicsst also folgende Momente ein: 

a) Jedem Punkt des einen Systems entspricht ein einziger Punkt 
des zweiten Systems. 

b) Jeder geraden Richtung des einen Systems entspricht eine ge- 
rade Richtung des anderen Systems; und jeder Curve des einen Systems 
entspricht eine Curve im zweiten System. 

e) Wenn in einem System eine gerade Richtung durch einen Punkt 
geht, so geht auch im andern System die homologe gerade Richtung 
ilurch den homologen Punkt. 

d) In zwei collineären Systemen sind zwei gerade Richtungen mit 
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einander homolog, wenn zwei Punkte der einen Geraden zweien Punk- 
ten der andern Geraden homolog sind. 

e) In zwei collinearen Systemen sind zwei Punkte einander homo- 
log, wenn in dem einen i'unkt des einen Systems zwei Eichtungen 
convergiren, welche mit zwei Richtungen homolog sind, die in dem 
andern Punkt des andern Systems convergiren. 

f) Wegen mehrere Punkte des einen Systems in einer geraden Rich- 
tung, so liegen auch ihre homologen Punkte des eollineären Systems 
in einer geraden Richtung, und solche homoln^en geradlinigen Punkt- 
reihen sind stets conform. Umgekehrt sind Punkte zweier Eichtungen 
homolog, wenn sie gegen drei Paare ihrer homologen Punkte conform 

g) Convergiren mehrere gerade Richtungen in einem Punkt, so con- 
verffiren auch die hiimnhigen lüchiiitiL'c.iA ebes i:i.iHiiu;;tren Systems in 
einem Punkt; und solche homologe Vielatrahlen zweier collinearen 
Systeme sind stets conform. 

g. 43. Die collinciirc Beziehung zweier ebenen Systeme ist bestimmt, 
wenn zwei Paare einförmiger Grundgebilde in denselben gegeben sind, 
also 

a) Wenn in dem einen System zwei Viel strahlen P und Q und in 
dem anderen System die homologen Vielslrahlen P' und Q' gegeben .-ind, 
oder, was hiermit übereinstimmt, wenn in den zwei colliueäreu Syste- 
men zwei homologe Vierscitu gegeben sind. 

bj Wenn in dem einen System zwei Punktreihen, a und b, und 
in dem. andern System die homologen Punkt reihen a' und b' gegeben 
sind, oder was hiermit üiju.eijufiimui, wenn zwei homologe Vierecke 
gegeben sind. 

Sobald also zwei homologe Vierseite, oder zwei homologe Vierecke 
gegeben sind, so kann man zu jedem beliebigen Punkt des einen 
Systems den homologen Punkt des andern Systems, und zu jeder 
Richtung des einen Systems die homologe Eichtung des andern Systems 
cons trauen. 

§. 44. In zwei collinearen ebenen Sysienien beissl die Gerade eines 
Systems, welche mit der unendlich entfernten Geraden des andern Systems 
homolog ist, die Gegeimc jenes Systems. So hat also jedes System 
seine Gegenaxe. 

In Betreff der Gegenaxen ist noch besonders zu merken: 

a) Dass alle Geraden, welche in einem Punkt der Gegenaxe des 
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Systems convergiren , solchen Geraden des collinearen Systems ent- 
sprechen, welche unter sich parallel sind, und umgekehrt 

h) dass Parallellinien eines ebenen Systems in einem andern colli- 
nearen System stets nur solchen Geraden homolog sind, die in einem 
Punkt seiner Gegcnaxe convergiren. 

In den zwei vorausgehenden Abschnitten wurden nur ein- 
förmige Grundgebilde, nämlich Punktreihen und Vielslrahlen 
durch das Mittel der Cönformität auf einander bezogen, nun 
erwachst die Aufgabe beliebige ebene Figuren, durch eben 
dieses Mittel mit einander in Beziehung zu setzen. In einer 
ebenen Figur, wie z.B. das Vieleck sich darstellt, sind aber 
Punkte und Richtungen vereinigt, welche nicht zu einem ein- 
förmigen Grundgcbilde gehören. Man muss also jetzt zum 
Begriff des ebenen Systems fortschreiten, welches viele belie- 
bige Punkte und Linien, ja gewissermassen alle rmigliclin] 
Punkte und Linien, als zu einem Gesammtgebildc gehörig, 
zusammenfasst. Denn wenn man sich zunächst aucli nur auf 
ein Vieleck beschränken wollte, so bieten die Diagonalen und 
Transversalen desselben wieder unzählige gerade Richtungen 
und in ihren Convergenzpunkten eine noch grössere Anzahl 
von Punkten dar, welche alle als zu diesem Vieleck gehörig 
betrachtet werden müssen. Und so ist es nun notlüg, den Be- 
griff des ebenen Systems als die Versammlung aller zu einem 
Ganzen zusammengefassten Punkte, festzuhalten. Und nichts 
hindert, zuerst nur durch homologe Bezeichnung alle Punkte 
des neuen Systems in eine Beziehung zu allen Punkten des 
andern Systems zusetzen. Das freilich, ob auch noch weiter 
hin das Mittel der Cönformität anwendbar sey, um diese Be- 
ziehung zu einer bestimmten und nothwendigen zu machen, 
das bedarf noch einer besondern Nachweisung, die vor Allem 
geschehen muss, wenn man die Möglichkeit der Collincation 
feststellen will. 

Es muss also nachgewiesen werden, dass der Begriff der 
CoÜiiieafioii, wie er oben in §. 42 ausgeführt ist, nichts Wider- 
sprechendes enthält, sondern vielmehr mit sich selbst über- 
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einstimmt und harmonirt. Entspricht also zu dem Ende der 
Punkt P eines Systems dem Punkt P' eines andern Systems 
(Fig. 17), so entsprechen aucli alle Geraden, welche durch den 
Punkt P gehen , allen Geraden , welche durch den Punkt P' gehen 
{§. 42, cj, oder es entspricht der Vielstrahl P dem Vielstrahl P'. 
Da nun aber die homologen Vielstrahlen conform sein sollen, 
so sind also auch die Viclstrahlen P und P' conform (S- 42, g) 
Diese zwei homologen Vielstrahlen P und P' sind durch drei 
Paare von Strahlen vollkommen bestimmt, §.30, essindalso durch 
drei Paare von Strahlen alte übrigen in notwendiger Abhän- 
gigkeit. Damit nun aber auch andere Gerade und beliebige 
Punkte der Ebene in ihrer Abhängigkeit von einander erschei- 
nen, muss man noch zu einem zweiten Paar homologer und 
conformer Vielstrahlen übergehen. "Weil aber homologe Punkte 
auf homologen Linien liegen sollen (§. 42, c), so sind die Schei- 
tel dieser Vielstrahlen Q und Q' nur auf zwei homologen Strah- 
len der Vielstrahlen P und P' zu suchen; und da somit ein 
Paar homologer Strahlen der Vielstrahlen 0; und Q' schon ge- 
geben sind, so dürfen nur noch zwei andere Paare gegeben 
werden , damit auch die Viclstrahlen Q und Q' in allen ihren 
Strahlen auf einander bezogen seyen. Es sind also ausser den 
Strahlen, welche in den Scheitellinien PP' und QQ' auf einan- 
der fallen, nur noch zwei Strahlenpaare nöthig, welche in den 
Punkten A und A', BundB' convergiren, um zwei Vielstrah- 
len P und Q de3 einen Systems vollkommen mit zwei Vielzah- 
len P' und Q' des andern collineären Systems in bestimmte 
Abhängigkeit und Beziehung zu setzen. Nun ist aber leicht 
einzusehen , dass mit diesen zwei Paaren von homologen 
Viclstrahlen alle Punkte des einen Systems durch die homo- 
logen Punkte des andern Systems, und damit überhaupt 
alle Linien und Figuren des einen Systems durch die des an- 
deren bestimmt sind. Denn irgend ein beliebiger weiterer 
Punkt C des ersten Systems ist durch die zwei Strahlen, wel- 
che in demselben convergiren, vollkommen bestimmt, diesen 
zwei Strahlen entsprechen zwei andere durch die ersteren voll- 
kommen bestimmte Strahlen der Vielstrahlen P' und Q', und 
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weil die Convergenzpunkte der homologen Strahlenpaare selbst 
homolog sind, so ist auch der Convcvgenzpunkt C der Strah- 
len P' O und Q' C dem Convcrgenzpunkt C der Strahlen QC 
und PC homolog. Es entspricht also jedem Punkt C in dem 
.ersten System nur ein einziger vollkommen bestimmter Punkt 
C, in dem zweiten System. Da nun aber durch diese zwei 
Vielstrahlenpaarc die Beziehung zwischen allen Punkten der 
zwei Systeme bestimmt ist, so i'ragt es sich , ob die auf diese 
Weise einander entsprechenden Punkte und Linien, auch den 
in §. 42 ausgesprochenen Gesetzen unterworfen sind, und zwar 
zunächst und hauptsächlich ob jeder geraden Richtung, die 
nicht durch die Scheitel der bis jezt in Betrachtung gezogenen 
Vielstrahlen geht, wieder eine genule .Richtung im andern Sy- 
stem entspreche. Es fragt sich also, ob alle Punkte der Rich- 
tung AB in dem einen System gerade den Punkten der Rich- 
tung A'B' in dem andern System entsprechen. Man bemerke 
aber, dass, wenn der Punkt D auf der Richtung AB liegt, 
der Vielstrahl 

P, AQBD A Q, APBD, 
und well wegen der Collineation der zwei Systeme ohnehin 

T', A'Q'B'D' A P, AQBD 
und Q', A'P'B'D' AQ, APBD 

i'olgt, dass auchP', A'Q'B'D' A Q', A'B'P'D' (§.30). 
Da nun aber auf diesen letzten zwei Vielstrahlen des zweiten 
Systems die zwei in der Scheitellinie P' 0/ vereinigten Strah- 
len homolog sind, so folgt, dass sie sich in perspektivischer 
Lage befinden, und dass somit der Punkt D' in gerader 
Kichtungmit dem Punkte A' undB' sich befindet (§. 33, a). Man 
zieht hieraus dcnSchlu.-s, dass, sobald drei Punkte A, B, undD 
des ersten Systems in einer geraden Richtung liegen, auch die 
homologen Punkte der andern Strahlen in gerader Richtung 
liegen, und dass überhaupt allen Punkten der Richtung AB 
nur solche Punkte irn zweiten System entsprechen, die ebenfalls 
in einer geraden Richtung liegen; oder also, dass jeder geraden 
Linie des einen Systems auch nur wieder eine gerade Linie 
des zweiten Systems entspreche. Diess schliesst aberumgekehrt 
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auch wieder ein, dass eine gerade Richtung, welche durch 
einen Punkt geht, auch im collineären System mit einer Ge- 
raden homolog sei, die durch den homologen Punkt geht ; und 
dass also auch der Convergenzpunkt zweier Geraden des ersten 
Systems dem Convergenzpunkt der homologen Geraden des 
zweiten Systems homolog scy, und endlich, dass alle Geraden, 
welche in einem Punkt convevgircn, wieder mit solchen Ge- 
raden homolog seien, die in einem Punkt convergiren. Zu- 
gleich folgt aber aus obiger Deduktion, dass die homologen 
Punktreihen ABD . . . und A'B'D'. . . zweier homologen 
Geraden conform sind, da sie als die Schnittpunkte der con- 
formen Vielstrahlen P und P' mit den geraden Richtungen AB 
und A'B' erscheinen (§. 30). Sind femer R und R' beliebige ho- 
mologe Viel strahlen, so werden sie auf zwei homo logen Richtun- 
gen AB und A'B' nach §.42, e, dessen allgemeine Gültigkeit be- 
reits nachgewiesen ist, zwei homologe Punktreihen bezeichnen, 
g. 42, e, f, und weil je zwei homologe Punktreihen con- 
form sind, so müssen auch die Vielstrahlen R und R' selbst con- 
form sein. Man sieht hieraus, dass alle Punkte und Linien, 
welche nach den Gesetzen der Collineation aus zwei Paaren 
von Vielstrablen abgeleitet werden, selbst auch diesem Ge- 
setze unterworfen sind, und wie also der Begriff der Collinea- 
tion nichts Widersprechendes enthält, sondern wie es im Ge- 
gcntheil leicht ist, in zwei ebenen Systemen zu beliebig gegebe- 
nen Punktendes einen Systems, sogleich die entsprechenden 
des andern Systems zu zeichnen. 

Es ist noch das zu bemerken, dass die collineäre Bezie- 
hung zwischen zwei ebenen Systemen schon durch vier Paare 
von entsprechenden Geraden bestimmt ist, weil ebendarin auch 
die vier Durchschnittspunkte und die zwei Diagonalen homo- 
log sind, und nun durch die Seiten und Diagonalen, welche 
jn zwei gegenüberstehenden Ecke zusammenstossen, zwei Drei- 
Strahlen erscheinen , so dass in den zwei ebenen Systemen 
zwei Paare von Dreistrahlen, und ebendamit zwei Paare von 
Vielstrahlen gegeben sind. 

Ebenso wenn in dem einen System vier Punkte gegeben 



/Google 



72 

sind, von denen nicht drei in gerader Richtung liegen, und in 
einem collinearen System die vier homologen Punkte, so sind 
auch alle Verbindungslinien dieser Punkte homolog, und man 
erhält wieder zwei homologe "Vierseite, und eben damit zwei 
homologe Vielstrahlen, durch welche die Beziehung aller 
Punkte der Systeme vollzogen werden kann. Man kann aber 
auch zu den vier Paaren der gegebenen homologen Punkte, 
noch einen fünften zeichnen, durch Verlängerung von zwei Paa- 
ren homologer Verbindungslinien, und man hat ebendamit 
zwei Paare von geraden Eichtungen, und auf jeder Richtung 
drei Paare von homologen Punkten, wodurch alle homologen 
Punkte der zwei Paare der Richtungen gegeben sind ; so dass 
zu jeder Geraden, welche die Richtungen des einen Systems 
in zwei Punkten schneidet, die homologe Gerade, welche 
durch die homologen Punkte der zwei Richtungen des andern 
Systems geht , bestimmt ist. 

Zum Schluss sollen die unendlichen Punkte zweier colli- 
nearen Systeme noch in's Auge gefasst werden. Es seien ABund 
CD zwei Richtungen des einen Systems (Fig. 18), welche in dem 
Punkt P convergiren, und A'B', CD' die zwei homologen 
Richtungen eines collineiiren Systems, welche in dem Punkt 
P' convergiren, so sind durch die homologen Punkte P,A,B 
und P', A', B' alle übrigen Punkte dieser Richtungen be- 
stimmt, ebenso verhält es sich auf den Richtungen PCD und 
P'C'D. Sucht man nun auf PAB den Gegenpunkt Q zu 
P'A'B', und auf PCD den Gegenpunkt R zu P'C'D', so ent- 
spricht die Verbindungslinie QR des ersten Systems einer 
Geraden des zweiten Systems, welche zwei Punkte des unend- 
lichen Raumes derselben verbindet, und heisst desshalb die 
Gegenaxe des ersten Systems. Ebenso bestimmt man auch 
die Gegenaxe G'Üt' des zweiten Systems. Diese Gegenaxen 
haben für die collinearen Systeme dieselbe Bedeutung, wie die 
Gegenpunkte für die conformen Punktreihen. 

Man wird sogleich durch Anwendung von §. 42, g schlies- 
sen, dass Gerade, welche in einem Punkte einer Gegenaxe eines 
Systems convergiren, mit solchen Geraden des andern Systems 
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homolog sind, welche in einem Punkt einer unendlich entfernten 
Geraden, also selbst in einem unendlich entfernten Punkte con- 
vergiren, d. h. welche einander parallel sind; und umgekehrt 
müssen Parallellinien des einen Systems einem Viclstrahl des 
collineUrcn Systems entsprechen, dessen Scheitel auf der Ge- 
genaxe des Systems liegt. 

B. Perspektivische Lage ebener collineärer Systeme* 

§. 45. In Beireff der Lage, welche zwei in eioer Ebene liegenden 
collineären Systeme einnehmen können, sind folgende Fälle hervorzu- 
heben :i 

a) Sie haben einen homologen Punkt gemein, und dann haben 
sie auch allemal eine homologe Richtung mit einander gemein; und 
umgekehrt, wenn sie eine homologe Richtung entsprechend gemein 
haben, so haben sie auch allemal noch einen homologen Punkt mit 
einander gemein. 

b) Die zwei collineären Systeme haben drei nicht in einer Richtung 
liegende Punkte mit einander entsprechend gemein, und dann haben 
sie auch allemal die drei Richtungen entsprechend gemein, welche durch 
jene Punkte gehen. 

c) Die zwei collineären Systeme haben eine gerade Richtung und 
auf ihr alle Punkte entsprechend gemein, und dann haben sie auch 
allemal noch einen Punkt und alle durch dieselben gehenden geraden 
Richtungen entsprechend, gemein, und umgekehrt: wenn sie einen Viel- 
strahl, nämlich die Richtungen aller seiner Strahlen entsprechend gemein 
haben, so haben sie allemal auch eine Punktreihe, nämlich eine ge- 
rade Richtung und alle auf ihr Hegenden Punkte entsprechend gemein. 

d) Die zwei collineären Systeme haben vier Punkte, von welchen 
nicht drei in einer Geraden liegen, oder vier gerade Richtungen, von 
welchen nicht drei in einem Punkt convergiren, entsprechend gemein; 
dann eoineidiren sie mit allen ihren homologen Punkten. 

§. 46. Zwei collineäre ebene Systeme, welche eine gerade Punkt- 
reihe und einen Vielstrahl entsprechend gemein haben, heissen per- 
spektivisch. Die gemeinschaftliche Punktreihe heisst Colli neations- 
axe, das Centrum des gemeinschaftlichen Vielstrahls heisst Collinealions- 
centrum, und die Strahlen desselben Collinealionsstrahlen. 

In den perspektivisch collineären Systemen sind noch folgende 
Besonderheiten zu beachten: 
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a) Je zwei homologe Punkte solcher Systeme liegen auf einem 
Colli neationsstralil. Jede Gerade also, welche zwei homologe Punkte 
perspektivischer coliineärer Systeme verbindet, geht durch das Colliuea- 
lionscentrum derselben. 

b) Je zwei homologe Geraden zweier perspektivisch coliineärer 
Systeme convergiren in einem Punkt ihrer Collineationsoxe. 

c) Je zwei homologe gerade Punktreihen liegen perspektivisch 
gegen das Collincationscentnim. Je zwei Punkte, welche zugleich auf 
zwei homologen Geraden und auf einem Colli neationsstrahl liegen, sind 
also homolog. 

d) Je zwei homologe Yiclstrahlen liegen perspeklivisch getreu die 
Cnl]irjca!i.n:isa\e. Zwei Gerade sind ahn licrjioioir, wenn sie durch zwei 
homologe Punkte gehen, und in einem Punkt der Collineationsase con- 
vergiren, oder mit ihr parallel laufen. 

g. 47. Das Con/iiriijitülfgi'süii! nimmt in den perspektivisch collineä- 
len Systemen folgende einfache Form an: 

a) Auf allen Collincalionsstrahlen bilden die homologen Punkte 
iieihen gleicher Aufeinanderfolge, entweder verlaufen nämlich diese 
Reihen in einstimmiger Aufeinanderfolge, oder sie verlaufen auf allen 
Collinealioussiraiilcn in entgegengesetzter An feinand erfolge. Zwei ebene 
Systeme sind also entweder perspektivisch collhseär in einstimmiges' f^ge, 
oder sie sind es in entgegengesetzter Lage. 

b) Die Strecke eines jeden Colliueationsstrahls , welche zwischen 
dem Collineationscentrum und der Collineationsase liegt, wird durch 
ihre homologen Punkte anharmonisch proportional «oiboilt. 

c) Der Modnlus der anharmonisch proportionalen Theilung der Co!- 
JiiieatJonssir.iliU'n ist für alle diese Strahlen der gleiche, und heissi. dess- 
wegen der Modnlus der Coliinenti.on. Umgekehrt, wenn man die Strahlen 
eine; Vielstrahls durch eine Transversale schneidet und die Strecken, 
welche sie bildet, durch gleichbenannte^Punkte slcichcr An fr in and er- 
folge und nach demselben Modnlus anhannonisch und proportional 
(heilt, so begründen sie zwei collineiire Systeme in perspektivischer Lage. 

d) Die Gegenaxen zweier perspektivisch ciillinearer, ebener Systeme 
laufen der Collincationsaxe parallel, nnd liegen symmetrisch gegen das 
Centrum und die Axe. Wenn die perspektivischen Systeme in ent- 
gegci^es-ct/ter Aufi.inaiK.ierio.l'ie sieben, so liegen die Cegenaxen zwischen 
dem Centrum und der Axe; Bind sie aber in einstimmiger Lage 
SO liegen die Ge^c:taxen ausserhalb dieses Eaumes, der sich zwischen 
dem Centrum und der Axe ausbreitet. 
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e) Zwei gerade Linien zweier perspektivisch collineären Systeme 
sind' auch homolog, wenn die eine Gerade dem C olline ations strahl pa- 
rallel ist, welcher nach dem Punkt gezogen wird, in welchem die andere 
Gerade ihrer Gegenaxe begegnet. 

"Wenn zwei collmeiire Systeme in einer Ebene vereinigt 
sind, so muss gefragt werden, in welchem Verhältniss der Lage 
die Punkte des einen Systems zu den Punkten des andern Sy- 
stems stehen, und hiehei ist besonders darauf zu sehen, ob 
sie mit einigen oder mit mehreren Paaren homologer Punkte 
zusammen fallen. Dass sie homologe Punkte gemeinschaftlich 
haben können, braucht nicht bewiesen zu werden, denn man 
kann ja nach den Hegeln des vorausgehenden Abschnitts sol- 
che collineüre Systeme eonstruiren, indem nach §. 43 wenig- 
stens vier Punkte, von denen nicht drei in einer Ebene liegen, 
beliebig angenommen werden können. 

Es wird nun zunächst vorausgesetzt, dass zwei ciiJlinciire 
Systeme nur einenPunktP grane.n^cliai'ilich hal)eit(l.Mg.l9), und 
dass PM und PN zwei Geraden des einen Systemes sind, welche 
in diesem Punkt convergiren, und dass A, B, C und D vier 
Punkte dieser Richtungen seien. Diesen Geraden des erstem 
Systems werden zwei andere PM' und PN' des zweiten Sy- 
stems entsprechen, welche, weil der Punkt P beiden Systemen 
gravi einsch ältlich ist. auch durch den Punkt P gehen; zugleich 
werden zwei Punkte A' und B' der Richtung PM' den Punk- 
ten A und B der Richtung PM entsprechen, und ebenso wer- 
den die Punkte C und D' der Richtung PN' den Punkten C 
und D der Richtung PN entsprechen, da nun aber die Punkt- 
reihen homologer Richtungen einander eonform sind, so 
wird die Reihe PAB 7\ PA'B', weil aber diese Reihen in 
ihrem Convergenzpunkt P zwei homologe Punkte 'gemein- 
schaftlich haben, so liegen sie perspektivisch, und es conver- 
giren alle ihre Projektionsstralilen in einem und demselben 
Punkte Q(§. 32, a). Das Gleiche ist der Fall mit den Reihen PCD 
und P'C'D', es werden also auch bei ihnen alle ihre Projek- 
tionssi vahlen in einem Punkt R convergiren. Zieht man nun 
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die Verbindungslinie QR dieser Projektionscentra, welche 
die gegebenen Richtungen des ersten Systems in den Punkten 
M und N, und die des zweiten in M' und N' schneiden wird, 
so müssen auch M und M' zwei homologe Punkte der Reihen 
PM und PM' sein (§. 42, f). Aus demselben Grund sind auch 
N und N' zwei homologe Punkte der Geraden PN und PN'; 
folglich sind auch die Richtungen MN und M'N' zwei homo- 
loge Richtungen der zwei Systeme (§.42,d). Da nun aber die 
zwei homologen Richtungen zusammenfallen, so ist folglich 
die Richtung QR beiden Systemen entsprechend gemein , und 
man sieht, dass zwei collmeäre Systeme, welche einen Punkt 
ciii^prcehoinl jj;c.'nK:!ii. ; i'h;iftlieh haben, allemal auch noch eine 
Richtung gemeinschaftlich haben. 

Diesen Satz kann man auch umkehren, und seine Wichtig- 
keit gebietet, die Durchführung im Einzelnen darzuthun. Es sei 
PP' (Fig. 20) eine gemeinschaftliche homologe Richtung der zwei 
Systeme , ferner seien P, AB und Q, AB zwei Vielstrahlen des 
ersten Systems, welche an dieser Richtung Theil haben, und 
P', A'B' und 0/, A'B' seien die homologen Viclstrahlen des 
zweiten Systems, so werden diese Vielstrahlen alle auf ihren 
gemc'insclin.rtlichi'it Scheitellinien mit zwei homologen Strahlen 
auf einander fallen. Da aber nun (§.42, g) P, ABP' ^P', A'B'P 
und auf PP' zwei homologe Strahlen zusammen fallen, so sind 
diese Vielstrahlcn in perspektivischer Lage , und die Verbin- 
dungslinie aß, welche die Convergenzpunktc ihrer homologen 
Strahlen enthält, ist ihre Projektionsaxe , und alle Strahlen, 
welche in Punkten dieser Axe convergiren, sind auch homologe 
Linien der zwei collineären Systeme. Das Gleiche ist der 
Fall mit den homologen, conformen und perspektivischen Viel- 
strahlen Q, ABP und Q', A'B'P', ihre Projektionsaxe ah dient 
ebenfalls dazu, um auch die Strahlen der Vielstrahlen Q und 0/ 
zu finden, welche für die zwei ebenen Systeme als homolog 
zu betrachten sind. Nun convergiren die zwei Projcktionsaxen 
aß und ah in irgend einem (endlichen oder unendlichen) Punkt 
M. Es sind also sowohl PM und PM', als auch QM und QM' 
homologe Geraden der collineären Systeme, folglich decken sich 
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auch in M zwei homologe Punkte der zwei collineären Sy- 
steme (§, 42, e). 

Es ist somit davgethan , dass zwei eollineäre Systeme 
mit einem Paar homologer Punkte allemal auch eine ho- 
mologe Eicht uii» 1 gemeinschaftlich; haben. Nun bemerke 
man aber, dass jeder Punkt, wenn man Linien durch densel- 
ben zieht, der Scheitel eines Vielstrahls ist, und man -wird 
schliessen, dass zwei collineäre Systeme, welche mit einem 
Paar homologer Punkte auf einander fallen, in demselben 
zwei homologe und darum conforme Vielstrahlen verei- 
nigt haben; solche concentrische conforme Vielstrahlen fallen 
aber entweder mit keinem, mit einem oder mit zwei Paaren 
ihrer homologen Strahlen aufeinander (§. 31). Die collineären 
Systeme , welche ein Paar homologer Punkte gemeinschaftlich 
haben, haben allemal auch noch ein Paar homologer Eichtun- 
gen gemeinschaftlich, und die zwei in dieser Richtung ver- 
einigten Punttreihen sind conform und fallen also ebenfalls 
mit keinem, mit einem, oder mit zwei Paaren homologer 
Punkte aufeinander (§. 20). Nun ist aber das Zusammenfallen 
der homologen Elemente in jenen conce »irischen Vielstrahlen 
und in diesen zwei Punktreihen von einander, abhängig. 
Fallen in den concentrischen Vielstrahlen keine homologen 
Strahlen auf einander, so können auch auf der Richtung 
der zwei homologen Punklrciuen keine zwei homologe Punkte 
aufeinander fallen, denn wenn diess der Fall ■wäre, so hätte 
man noch einen Punkt, in welchem zwei homologe Punkte 
vereinigt wären, und in dem Strahl des concentrischen Viel- 
strahls, welcher durch diesen zweiten Punkt gezogen wurde, 
wären ebenfalls zwei homologe Richtungen der collineären 
Systeme vereinigt (§. 42, d). Aus dieser Folgerung geht aber 
zugleich hervor , dass , wenn auf der Richtung a , welche die 
homologen Reihen enthält, ein Punkt A ist, in welchem ein 
Paar homologer Punkte der zwei collineären Systeme verei- 
nigt sind, dann allemal auch im concentrischen Vielstrahl P 
zwei homologe Strahlen sind, welche in einer Richtung P zu- 
sammenfallen , und ebenso schliesst man, dass, wenn in der 
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gemeinschaftlichen Richtung a zwei Punkte A und B sind, 
in welchen zwei Paare homologer Punkte vereinigt sind, dann 
allemal auch noch im Vielstrahl P zwei Strahlen p und q 
sind, in welchen je ein Paar homologer Strahlen vereinigt 
sind, und dass die Strahlen p und q gerade durch die Punkte 
A und B gehen. Die zwei collineären Systeme haben also 
in dem letzten Fall drei Punkte A, B und P, und die drei 
Richtungen a, p und q gemeinschaftlich, welche durch jene 
Punkte gehen. 

Es ist noch ein Fall zu betrachten übrig, nämlich der- 
jenige, wo drei Paare homologer Elemente der concentrischen 
Vielstrahlen , oder die zwei homologen Punktreihen gleicher 
Richtung zusammen fallen, und auch hier wird man wie 
oben, sogleich sehen, dass mit dem Zusammenfallen von drei 
Punktpaaren in den Punkten A, B, C der gemeinschaftlichen 
Richtung a nothwendig auch ein Zusammenfallen von drei 
Paaren homologer Strahlen in den Shahleiniclmmgen a, b, c 
der concentrischen Vielstrahlen P verbunden ist. Wenn aber 
zwei concen irische einförmige Gebilde mit drei Paaren homo- 
loger Elemente zusammenfallen, so thun sie dasselbe mitallcn 
Paaren ihrer homologen Elemente (§.31). Der hier besprochene 
Fall kann daher auch so gefasst werden , wenn zwei colli- 
neäre Systeme mit zwei homologen Richtungen, und auf den- 
selben mit allen ihren homologen Punkten auf einander fallen, 
so fallen sie zugleich auch mit zwei amlercn homologen Punk- 
ten, und zugleich auch mit allen durch dieselben gehenden 
homologen Strahlen auf einander; oder wenn die collineUien 
Systeme eine Punktreihe in allen ihren Punkten entsprechend 
gemein haben, so haben sie auch noch einen Vielstrahl und 
alle seine Stialilcni'ichtun»'en entsprechend gemein. 

Hiemit sind aber nun die Fälle des theilweisen Ineinan- 
dergreifens zweier collineären Systeme erschöpft. Denn ge- 
setzt, sie haben vier homologe Punkte mit einander gemein, 
von denen nicht drei in einer geraden Linie liegen, um nicht 
auf den vorigen Fall zurückzukommen, so sind ja durch vier 
Punkte alle andern Punkte des od !i innren Sy,~t-ciijr= vollkommen 
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bestimmt (§. 43). Die Systeme werden also auch mit allen 
übrigen homologen Punktpaaren zusammenfallen. Das gleiche 
Resultat liefert die Annahme, dass die Systeme mit vier ho- 
mologen Richtungen zusammen fallen. Unter den verschiede- 
nen Fällen des theihveisen Zusammenfallen zweier collineä- 
ren Systeme verdient der dritte, wo sie mit allen Punkten 
zweier homologen Punktreihen und allen Strahlen zweier ho- 
mologen Vielstrahlcn zugleich zusammen fallen, eine beson- 
dere Beachtung. Von solchen Systemen sagt man daher, sie 
seien perspektivisch, und bezeichnet mit Collineationsaxe und 
Collineationscentrum die Richtung und den Scheitel der Viel- 
strahlen der gemeinschaftlichen einförmigen Gebilde. Die Be- 
ziehungen zwischen den übrigen homologen Stücken, welche 
nicht zusammenfallen, sind ebenfalls bemerkenswerth. Fasst 
man zwei homologe Punkte Aund A' Fig. 21 dieser Art in's Äuge, 
so wird man bemerken, wenn man die Collmcathmsstralilen 
OA und OA' zieht, dass diese homolog sein müssen (§.42, d), 
aber auch, dass sie in einer Richtung zusammen fallen (§.45, c), 
es liegen also die Punkte O, A und A' in einer Richtung, 
und jede Verbindungslinie von zwei homologen Punkten der 
perspektivischen, coHIneärpn Systeme geht also durch das Col- 
lineationscentrum 0. Fasst man ferner zwei homologe Gera- 
den AB und A' B' in's Auge, und bemerkt man, dass auch auf 
der Collineationsaxe X£ zwei homologe Richtungen vereinigt 
sind, so wird man schliessen, dass der Convergcnzpunkt von 
AB und XX dem Convergenzpunkt von A'B' und XX homo- 
log ist (g. 42. e) , weil aber auf der Collineationsaxe alle homo- 
logen Punkte zusammen fallen (§.46), so fallen also auch jene 
zwei Convergenzpunkte an einen Ort y zusammen, oder die 
Cüllhiclii'cn Geraden eonvergiren in einem Punkt der Collinea- 
tionsaxe. Daraus folgt aber das, was in §. 46 c und d gesagt 
ist, so unmittelbar, dass Jedermann es sogleich einsehen muss, 
und zugleich erklären diese Eigenschaften, warum dieser Fall 
der Collineation perspektivisch genannt wird, weil nämlich 
alle homologen einförmigen Gebilde derselben perspektivisch 
gegen einander liegen. 
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Auf jedem Collineationsstrahlc fallen die zwei homologen 
Reihen in einer Richtung zusammen (§.45, c), dagegen lallen 
die homologen Punkte dieser Reihen nur im Colüneationseen- 
tram und auf der Collineationsaxe zusammen, sonst fallen sie 
ausser einander. Da aber die homologen Reihen conform sind, 
so theilen ihre homologen Punkte die Strecke zwischen dem 
Centrum und der Axe X3E anhormoniseh proportional (§. 20, d). 

Ferner fallen in einem jeden Punkt y der Colliiieations- 
axe zwei homologe Punkte, und also auch zwei homologe 
Vielstralen mit ihren Scheiteln auf einander, und sind con- 
form concentrisch , dabei decken sich von ihren homolo- 
gen Strahlen zwei Paare, von welchen das eine die Richtung 
der Collineationsaxe X3E, und das andere die Richtung eines 
Collineationsstrahls Oy hat. Ein solches Paar conccnli^cliiT 
Vielstrahlen bezeichnet aber auf allen Collineationsstrahlen die 
homologen Punkte derselben, und' da sie alle Collineations- 
strahlen conform in perspektivischer Lage theilen, so folgt, 
dass die homologen Reihen auf allen Collineationsstrahlen in 
gleicher Ordnung auf einander folgen, und die Strecken dersel- 
ben zwischen dem Centrum undderAxenachgleichcmModulus 
anharmoniseh proportional theilen. Verlaufen also die Reihen 
eines Collineationsstrahls in einstimmiger Aufeinanderfolge, so 
geschieht dies auch auf allen andern Collineationsstrahlen, und 
verlaufen sie in entgegengesetzter Aufeinanderfolge, so geschieht 
dasselbe auch auf allen andern Collineationsstrahlen; die per- 
spektivische Collineation befindet sieh also entweder in ein- 
stmiittiger Lage oder in entgegengesetzter. Da ferner die homo- 
logen Reihen 0, A,F,G,a undO,A',F',G',a conform sind,und 
in und a zwei Paare ihrer homologen Punkte vereinigt sind, 
so folgt aus §. 20, d, dass die Strecke Oa durch die homolo- 
gen Punkte der perspektivischen collineären Systeme anhar- 
monisch proportional gctheilt wird. Sind aber P und P' 
zwei homologe Punkte eines andern Collineationsstrahls, so 
convergiren AP und A'P' in einem Punkt y der Axe, und es 
werden die Transversalen Oa und Op des Vierstrahls y,OAaA' 
conform gctheilt, so dass 
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AO* A'0~ PO' P'O' s 

Der Modulus der anharmonisehen Thcilung des Strahls Op ist 
also demjenigen des Strahles Oa glcieh. Alle Collineations- 
strahlen werden durch ihre homologen Punkte nach demselben 
Modulus anharmonisch proportional gctheilt. 

Die Lage der Uegenaxen kann aus der Lage der Gegen- 
punkteder<.'ol!jiioatioii;?tralileii erkannt werden. Ist St ein Gegen- 
punkt der zwei Reihen ():'i^. 22) , welche nuf dem Oollincations- 
strahl Oa vereinigt sind, so ist er ein Punkt der Gegenaxe, 
und weil der homologe Punkt St' der unendlich entfernte 
Punkt der Richtung Oa ist, so ist der Modulus der Collineation 

5Tn : sjhTT = Mv **' e G e S enaxe ; welche durch diesen Punkt 
St geht, muss mit ihrer homologen Geraden des unendlichen 
Raumes in einem Punkt der Collineationsaxe XK convergiren, 
der ebenfalls nur ein Punkt des unendlichen l!rnmi<>s sein kann; 
folglieh muss die Gegenaxe mit der Collineationsaxe parallel 
laufen. Die Gegenaxe, welche zum System des Punktes A' 
gehört, theilt die Co]!iiio.nlioi)--n';ihlen in demselben nur reci- 
prok genommenen Verhältniss, und es haben die zwei Gegen- 
axen gegen das Collineationscentrum und die Collineationsaxe 
eine symmetrische Lage. Diess folgt sogleich aus §. 12, h. 

Die Collineationsaxen sind leicht zu zeichnen, wenn zwei 
collmelire Punkte A und A' gegeben sind. Zeichnet man zwei 
homologe Geraden A« und A'a und zieht einen Collineations- 
strahl Ol) || «A', so bezeichnet er auf kA den Punkt 3$, wel- 
cher demjenigen Punkt der Geraden aA' homolog ist, der in 
unendlicher Entfernung liegt {§. 46, c). Es ist also 33 ein Punkt 
der Gegenaxe des Systemes des Punktes A. Zieht man aber 
den Collineationsstrahl || «A , so begegnet er der Geraden A'a 
in dem Gegenpunkt <&', der Gegenaxe des Systemes des Punk- 
tes A'. Umgekehrt kann man, wenn die Gegenaxen gegeben 
sind, zu einer Geraden «A die homologe Gerade finden, 
wenn man den Punkt 33 bestimmt , in welehem diese Gerade 
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der Gcgenaxe des Systems des Punktes A begegnet, und nun 
A'a [1 033 zieht, denn nun werden Aa und A'k homolog sein. 

C. Involu torische ColHncationssystcmc. 

g. 48. Collinearionssysteme heissen involutorisch, wenn sie die 
Eigenschaft hauen, dass je zwei nicht homologe Punkte derselben, welche 
an einem Ort zusammenfallen, wieder zwei solchen Punkten entsprechen, 
die auf einander fallen. Solche involutori.scln; Collineiuiorissystenic sind 
stets auch perspektivisch, und stellen also einen besondern Fall der 
perspektivischen Colüneationssysteme dai, nnd zwar einen Fall, der 
noch durch folgende Merkmale ausgezeichnet ist: 

a) Die zwei homologen Reihen, welche auf einem Coliineations- 
»trahl vereinigt sind, bilden eine Involution. Das Collineationseentrum 
und der Schnittpunkt reit der Collineationsaxe bilden die Hauptpunkte 
der Involution. 

h) Der Modulus der Collineation involntorischer Systeme ist gleich 
Eins. Jeder Collineationsstrahl wird durch die zwei homologen Reihen, 
welche in ihm vereinigt sind, harmonisch getkeilt. 

c) Die zwei Gegenasen zweier involntorischer Collineationssystcme 
fallen in eine Richtung zusammen, welche in der Mitte zwischen der 
Collincntionsaxe und dem Collineationseentrum liegt. 

d) Wenn man in involutorischen Systemen zwei Paare homologer 
Punkte wechselseitig mit einander verbindet, so couvergiren auch die 
zwei Verbindungslinien der nicht homologen Punkte in einem Punkt der 
Collincationsaxe. 

So oft eines dieser Merkmale stattfindet, so gehört die perspekti- 
vische Collineation zum besondern Fall der Involution. 

In zwei perspektivischen Collineationssystemcn sind auf 
jedem Collineationsstrahl zwei homologe Punktreihen so ver- 
einigt, dass sie mit zwei Paaren homologer Punkte auf 
einander fallen; das eine dieser Punktpaare befindet sieh im 
Collineationseentrum, das andere in dem Punkt, in welchem 
der Collineationsstrahl von der Collineationsaxe geschnitten 
wird; die andern homologen Punkte der zwei Reihen theilen 
die zwischen jenen zwei Hauptpunkten liegende Strecke anhar- 
monisch proportional, und zwar hat der Modulus der anhar- 
monisch proportionalen Theilung auf allen CoIIineationsstrahlen 
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denselben Werth, §.27. Derganze Unterschied, welcher sich bei 
den verschieden perspektivischen Collineationen noch wahr- 
nehmen lässt , beruht neben der Entfernung des Collinea- 
tionscentrums von der Collineationsaxe , auf dem Modulus der 
OuIIiitration. Der besondere Fall, wo dieser Modulus den 
Werth Eins annimmt, ist dadurch ausgezeichnet, dass alle Col- 
lineationsstrahlen durch die in ihnen vereinigten Punktreihen 
eine harmonische Theilung erleiden, oder, was hiemit gleich- 
bedeutend ist, dass sie eine Involution bilden (§. 24). 
Damit ist also sogleich das verbunden , dass zwei Punkte 
A und C der Systeme , Fig. 23, welche an einem Ort der Ebene 
vereinigt sind, wieder mit zwei solchen Punkten A' und C 
homolog sind, die an einem andern Ort desselben Collinea- 
tionsstiahls vereinigt sind. Das Merkmal der Involution ist 
also auf alle Punkte der CoIIiiicat i oh s?y steine ausgedehnt, und 
die Systeme heissen desshalb involutorisch. Auf jedem Colli- 
neationsstrahl fallen jetzt die zwei Gegenpunkte an einem Ort 31' 
zusammen, welcher die Strecke zwischen den zwei Hauptpunk- 
ten halbirt, und bilden einen Oentralpunkt der Involution, §.24; 
es fallen also auch die zwei Gegenaxen der involutorischen 
Systeme in eine Richtung MSR zusammen, welche mit der Axe 
parallel läuft und in der Mitte zwischen dem Centrum und 
der Axe liegt. Betrachtet man nun aber auf zwei Collinea- 
tionsstrahlen zwei Paare von homologerf Punkten A und A', 
B und B', so sind AB und A'B' zwei homologe Gerade, welche 
an einem Punkt « der Collineationsaxe convergiren. Es fallt 
aber der Punkt A mit einem ungleichnamigen Punkt C des 
zweiten Systems zusammen, welcher einem Punkt C des ersten 
Systems homolog ist, der seinerseits mit A zusammenfällt; 
ebenso ist der Punkt B des ersten Systems mit einem Punkt 
D' des zweiten Systems verbunden, der einem Punkt D des 
ersten Systems entspricht, welcher mit B' vereinigt ist. Es 
sind also auch BC und B'C zwei homologe Gerade der zwei 
involutorischen Systeme, und es werden auch diese Geraden in 
einem Punkt y der Collineationsaxe convergiren. Bezeichnet man 
aber diese Oerter mit den anderen Punkten die in denselben 
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sich befinden, so können dieselben Geraden auch mit AB' und 
A' B bezeichnet werden, und sie erscheinen somit als die un- 
gleichnamigen Verbindungslinien der homologen Paare. Es ist 
daher eine mit dem Wesen der involutorischcn Systeme verbun- 
dene Eigenschaft, dass auch die Geraden, welche; die ungleich- 
namigen Punkte zweier homologen Piinktpaai'e verbinden, in 
einem Punkt der Collineationsaxe convergiren , und dass auch 
sie in Wirklichkeit doch homolog sind. 

Man kann alle diese Sätze auch umkehren, und na- 
mentlich auch zeigen, dass der Begriff der involutorischen 
Systeme von selbst zu dem der perspektivischen zurück iülni. 
Sollen nämlich alle Punkte zweier eol.Uneii.reji Systeme in In- 
volution stehen, so müssen je zwei homologe Punkte A und 
A' wieder mit zwei homologen Punkten C und C zusammen 
fallen. Ebendamit ist aber auch ausgesprochen, dass die Ge- 
rade AC des einen Systems mit der Geraden A' C des andern 
Systems homolog ist , oder also , dass in der Verbindungslinie 
jedes Paares homologer Punkte, zwei homologe Richtungen 
vereinigt sind. Es decken sich also jedenfalls auf der Ver- 
bindungslinie jedes Paares der homologen Punkte stets auch 
zwei homologe Hiebt ungen. Die Systeme haben also unzäh- 
lig viele Kühlungen gemeinschaftlich: diess ist aber, wenn die 
Systeme sich nicht in allen ihren Punkten decken sollen 
(§. 45, d) , nur dann möglich , wenn sie alle in einem Punkt 
convergiren (§. 45, c), dann haben sie aber auch alle Punkte 
einer Geraden entsprechend gemeinschaftlich und sind per- 
spektivisch. 

D. Uebertragung der Colliueation. 

§. 49. Sind zwei ebene Syslemc einem dritten ebenen System col- 
lineär, so sind sie auch unter sicli collineSr. Liegen aber von drei 
collineäreu Systemen zwei gegen das dritte perspektivisch, so sind sie 
dämm noch nicht perspektivisch unter einander. Hiereu ist noch er- 
forderlich, dass alle drei Systeme einen und denselben Vielstrahl, näm- 
lich alle Richtungen seiner Strahlen , oder eine und dieselbe Punkt- 
reihe, nämlich alle Punkte derselben, entsprechend gemein haben. Es 
gibt daher zwei Fälle der perspektivischen Lage dreier cnlliueären Systeme. 
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a) Wenn zwei Systeme mit einem dritten System collineär sind 
und einen und denselben Vielstrahl, den Collineations vielstrahl , mit 

demselben entsprechend, gen-cin haben, so beiluden sie sich auch eegen 
einander in perspektivischer Lage, und. ihre drei Collinc^hmsaxen decken 
sich entweder, oder, wenn das nicht der Fall ist, so convergiren sie 
doch in einem einzigen Punkt. 

b) Wenn zwei Systeme mit einem dritten System collinca'r sind, 
und eine und dieselbe Punktreilie, ihre Collinc'filionsa.ve, mit dem- 
selben entsprechend i^cinciri haben, so beöuden sie sieh auch gegen ein- 
ander in perspektivischer Lage, und ihre drei Collineationscentra fallen 
entweder auf einander, oder, wenn das nicht der Fall ist. so liegen sie 
doch in einer geraden Richtung. 

Nachdem nun zwei Collincationssysteme in ihrer gegen- 
seitigen Lage zu einander bis zu dem besondem Fall der In- 
volutionssysteme erörtert worden sind, muss nuch die Lage 
solcher Systeme, wenn eine grossere Zahl derselben in Be- 
tracht kommt, mit ein Paar Worten besprochen werden. Eine 
Anzahl von drei Systemen kann jedoch hiebei genügen, weil 
mit dem Verhalten von drei Systemen auch das einer grösse- 
ren Zahl gegeben ist. 

Zunächst folgt schon aus dem Begriff der Oollineation, 
dass zwei Systeme, welche mit einem dritten System collineär 
sind, auch unter einander collineär sein müssen. Denn mit 
dem Begriff der Oollineation ist ja nichts ausgesagt, als dass 
alle ihre homologen einförmigen Gnmilgebilde conform seien, 
und die Conformität befolgt ja das Gesetz, dass zwei Gebilde, 
welche einem dritten conform sind, es auch unter sich sind. 
Die CoIIincation muss daher ebenfalls an dieser Eigenschaft 
Theil nehmen. 

Anders verhält es sich mit dem Uebertragen der Lage, 
wie diess auch schon bei einförmigen Grundgebilden zu be- 
merken war. Recht gut kann ein System X mit einem col- 
linearen System V einen Vielstrahl P , und mit einem 
andern System W einen andern Vielstrahl Q ebenfalls ent- 
sprechend gernein haben, ohne dass V und W unter einander 
einen Vielstrahl entsprechend gemein haben; dann sind die 
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Systeme V und W zugleich mit, dem System X in perspekti- 
vischer Lage, ohne es unter einander zu sein. Haben aber 
alle drei Systeme einen und denselben Vielstrahl P mit ein- 
ander entsprechend gemein, so sind sie auch alle drei in per- 
spektivischer Lage gegen einander, und jedes Paar der drei 
perspei; (iv bellen Systeme hat auch eine Punktreihe, nämlich ihre 
Collineationsaxe entsprechend gemein. Es kommen aber drei 
Collineationsaxen in Betracht, da jedes Paar der collinrüreii 
Systeme eine solche hat. Aber ganz beliebig ist die Lage 
dieser drei Collineationsaxen doch nicht. Der Punkt, in wel- 
chem zwei dieser Collineationsaxen convergiren, ist nämlich 
offenbar ein Punkt, in welchem drei Punkte der drei Systeme 
aufeinander fallen, da jeder Punkt einer Collineationsaxe schon 
zwei homologe Punkte der zwei angehangen Systeme in sich 
vereinigt. Der Convergenzpunkt zweier Collineationsaxen ist 
also zugleich auch ein Punkt der dritten Collineationsaxe, 
oder alle drei Collineationsaxen der drei Systeme convergiren 
in einem und demselben Punkt. Ganz zusammen fallen kön- 
nen aber die drei Collineationsaxen der drei Systeme wohl 
auch, man hat dann auf jedem CoHiuea.tionsbtra.lil drei Punkt- 
reihen , von welchen je zwei Reihen die Strecke zwischen dem 
Centrum und der Axe anharmonisch proportional theilen ; dass 
dies ausführbar ist, sieht man leicht dadureh, dass zwei Dop- 
pel Verhältnisse, welche einem dritten gleich sind, es auch un- 
ter sich sind. 

Ein zweiter FaU der perspektivischen Lage dreier colli- 
neären Systeme ergibt sich, wenn die Systeme eine und die- 
selbe Punktreihe, nämlich alle in derselben liegenden Punkte 
entsprechend gemein haben. Je zwei dieser Systeme haben 
auch einen Vielstrahl entsprechend gemein (§. 45, c) und sind 
also perspektivisch. Die Scheitel dieser Vielstrahlen sind aber 
ebenfalls in ihrer Lage nicht ganz beliebig. In den Seheitel- 
linien zweier dieser Vielstrahlen sind jedenfalls drei homologe 
Strahlen der drei Systeme vereinigt; da auf jedem Strahleines 
solchen Vielstrahls schon zwei homologe Strahlen der zwei 
betreffenden Systeme vereinigt sind. Sofern also die Seheitel- 
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linie durch das Collineationscentrum der Systeme^ V und X 
geht, sind zwei homologe Strahlen dieser Systeme in ihm ver- 
einigt, und so fern es auch durch das Collineationscentrum 
der Systeme W und X geht, ist auch obijrcr Strahl des Sy- 
stems X mit einem homologen Strahl des Systemes W ver- 
einigt; es enthält also wirklich die Verbindungslinie der zwei 
Centra auch schon einen homologen Strahl des dritten Colli- 
neationsvielstrahls , und es fallen also drei homologe Strahlen 
der drei Collineationsvielstrahlen in eine Richtung zusammen, 
oder, was hiemit gleichbedeutend ist, die drei Collineations- 
centra der paarweise perspektivischen Systeme liegen noth- 
wendig in einer geraden Richtung. Dass in besonderen Fäl- 
len die drei Centra aber auch in einem Punkt vereinigt sein 
können, ist schon oben ausgesprochen. 

E. Arten der Collineation. 

§. 50. Die Collineation heisst Affinität, wenn die Conformität aller 
homologen Punktreihen zum besondern Fall der Proportionalität ge- 
hört; wenn also die homologen Punktreihen zweier Systeme propor- 
tional sind, d. i. wena auf je zwei homologen Punktreihen die ho- 
mologen Abschnitte ein Konstantes Yerhältniss zu einander haben. 

Die Collineation heisst Aehnlichkcit, wenn nicht nur jede zwei 
homologe Punktreihen proportional sind, sondern, wenn überdicss das 
Verhältniss der homologen Abschnitte auf allen homologen Eichtungen 
dasselbe ist, so dass also überhaupt alle homologen Abschnitte in Pro- 
portion stehen. 

Die Collineation heisst TJniformität, wenn das Yerhältniss der ho- 
mologen Abschnitte auf allen Eichtungen den Werth Eins hat, oder was 
dasselbe ist, wenn jede zwei homologen Abschnitte einander gleich sind. 

§.51. Diese drei besonderen Arten der Collineation: Affinität, Aehnlich- 
keit und TJniformität, haben noch folgende Merkmale gemeinschaftlich : 

a) Die zwei Gegenasen liegen in unendlichem Baum. 

b) Alle Parallelen des einen Systems sind wieder mit parallelen 
Geraden des andern Systems homolog, 

c) Zwei übrigens beliebige homologe Figuren der zwei Systeme 
haben nur gleichartige Dimensionen. Entweder sind nämlich alle ihre 
Dimensionen von endlicher Grösse, oder wenn die eine Figur unend- 
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liehe Dimensionen hat, so hat auch die homologe Figur des andern Sy- 
stems solche unendliche Dimensionen. 

Die Aehnliehkeit und Uniformität haben auch noch ein weiteres 
Merkmal gemeinschaftlich, durch welches sie sich von der Affinität un- 
terscheiden. Diess besteht darin, dass je zwei homologe Yielstvahlcn 
der ähnlichen und uniformen Systeme einander gleich sind, so dass 
die "Winkel einander gleich sin , welche zwischen zwei Paaren homo- 
loger Richtungen liegen. 

Die homologen Figuren ähnlicher Systeme heissen ähnlich, und die 
homologen Figuien uniformer Systeme heissen congruent. 

§, 52. In den perspektivischen affinen Systemen siud nochfolgende 
Merkmale von "Wichtigkeit: 

a) Das C ollin eationseentrum liegt im unendlichen Kaum, die Col- 
lineation 5 axe djgegüis liegt im emilichen Kaum. 

h) Die homologen Punkte der zwei S;steme Lüden eine propor- 
tionale Umhüllung der CuUineationsiLxe. Ils hat nämlkh das Ycrhiill- 
niss der zwei Abschnitte eines Collineations Strahls, welche zwischen 
zwei homologen Punkten und der Collineationsaxe liegen, auf allen 
Collineatioiissliahleii ein conrlitntes Verhältniss, und dieses Vcihällniss 
ist dem Modulus der Collineation gleich. 

c) Die Flächenräume zweier homologer Figuren ähmer Systeme 
haben ebenfalls ein constantes Verhältniss zu einander, und auch ihr 
Verhältnis ist dem Modulus der Collineation gleich. 

§. 53. Die nerspekiniseheu, ähnlichen Systeme sind noch durch 
folgende Merkmale ausgezeichnet: 

a) Ihre Collineationsaxe liegt im unendlichen Raum, dagegen liegt 
ihr Collin eationseentrum im endlichen Kaum. 

b) Zwei homologe Geraden sind parallel. 

c) Die homologen Punkte der zwei Systeme bilden eine propor- 
tionale Umhüllung des Collineationsceuirunis. Es hat nämlich das Ver- 
hältniss der zwei Abschnitte eines Colli nealionsstralils, welche zwischen 
zwei homologen Punkten und dem l'uliinea'.iiH.sccntrim] liefen, auf allen 
Collineaüoascirahlc-JL ein constantes Verhältniss, und dieses \eihäli:iis.i 
ist dem Modulus der Collineation gleich. 

d) Die Flächenräume zweier homologen Figuren ähnlicher Systeme 
haben ein constantes Verhältniss zu einander, welches dem Quadrat des 
Modulus gleich ist. 

§. 54. Sowohl die Aehnliehkeit, als auch die Affinität kann in 
Uniformität übergehen. 
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a) Die perspektivig oh t3 Affinität entgegengesetzter Lagt' wird zur Uni- 
formität, wenn die Coli i ts l';h i c j iisSäti-nlil cn auf der Collineationsaxe senk- 
recht stehen, und zugleicii der .Muduius der Affir.itiü uluicli Eins ist. 

b) Die perspektivische Ähnlichkeit entgegengesetzter Lage wird 
zur Uniformitat, wenn ihr Modulus gleich Eins. 

c) Ausserdem exisiiu nucli ein Fall der Uniformitat, der dann ein- 
tritt, wenn die Collineationsaxe und das Cüllineiitloiiscentrum zugleich 
im unendlichen Kaum liegen. 

In uniformen Systemen ist der Modulus der CoUtnealioi: gleich Eins, 
und homologe Flächen solcher Systeme sind einander gleich. 

Wenn man nach den besonderen Arten der Collineation 
fragt, so muss man die homologen einförmigen Grundge- 
bilde, aus welchen dieselben zusammengesetzt sind, in's Auge 
fassen , und ihre Abhängigkeit von einander zu ermitteln 
suchen. Nun sind zwar in zwei collineiii'en Systemen zwei ho- 
mologe Griindge bilde stets conform, aber zwei conforme Punkt- 
reihen können auch proportional oder selbst uniform sein, und 
zwei conforme Viclstralilco können auch gleich sein. 

Sind •nun zwei Paare homologer Punktreihen proportio- 
nal, so sind die unendlich entfernten Punkte der zwei Geraden 
des eisten Systems, wieder den unendlich entfernten Punkten 
der zwei homologen Geraden des zweiten Systems homolog 
(§. 18), es ist daher auch eine unendlich entfernte Gerade des 
ersten Systems wieder einer unendlich entfernten Geraden des 
zweiten Systems homolog- (§. 42, d). Das heisst die Gegenaxen 
der zwei Systeme liegen im unendlichen Kaum. Diese zwei 
homologen Geraden des unendlichen Raumes convergiren mit 
allen homologen Geraden des endlichen Raumes in homolo- 
gen Punkten , folglich sind auch auf allen andern homologen 
Geraden der zwei collineiirai Systeme die unendlich entfernten 
Punkte homolog, und folglich sind auch die Puuktreihen sol- 
cher Richtungen proportional. Man sieht, dass, wenn in zwei 
collineären Systemen zwei Paare von homologen Pmittraheri 
proportional sind, überhaupt alle homologen Punktreihen der 
zwei Systeme proportional, und dass solche Systeme affin sind. 
Allim.' Systeme sind durch zwei homologe Dreiecke ABC und 
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A'B'C, Fig.25, die in denselben gegeben sind, bestimmt, da die 
Proportionalität zweier homologen Eiehtungen durch zwei ho- 
mologe Punkte bestimmt ist. Zu jedem weiteren Punkt D auf 
einer Richtung AB existirt allemal nur ein einziger Punkt D' 
auf A' B', welcher so liegt, dass ABD und A'B'D' propor- 
tionale Reihen sind, d.h., dass AB: A'B'=BD : B'D'. Man 
kann also auf den homologen Richtungen der Seiten dieser 
Dreiecke beliebige weitere homologe Punkte aufsuchen, und 
die Verbindungslinien homologer Punktepaare liefern wieder 
neue homologe Rächtungen, diese führen wieder zu. weiteren 
homologen Punkten etc. , und die Punktreihen , welche durch 
die Convergenzpunkte der homologen Richtungen construirt 
werden, sind auf allen homologen Richtungen immer wieder 
proportional. 

In den affinen Systemen sind demnach die homologen 
Abschnitte , welche auf zwei homologen Richtungen liegen, 
proportional , wenn man also zwei Paare von homologen 
Abschnitten auf homologen Richtungen aufsucht, so stehen sie 
jenen in Proportion, und es ist AB : A'B' = BD : B'D' 
= . . . Das Verhältniss , welches zwischen den Abschnit- 
ten zweier andern homologen Richtungen (etwa auf BC 
und B'C) herrscht, ist aber von jenem nicht abhängig. 
Setat man nun aber voraus, dass in zwei affinen Systemen 
das Verhältniss der homologen Abschnitte auf drei verschiede- 
nen Paaren homologer Richtungen AB und A'B', BC undB'C, 
ACundA'C denselben M r erfh habe, Fig. 24, so dass AB : A'B' 
= BC : B' C = AC : A' C, so äussert dieser Umstand eine Wir- 
kung auf alle andern Punktreihen aus. Denn einmal lehren 
die FJemente der Geometrie, dass unter diesen Umständen 
< A = < A', < B = <B' etc., und wenn sodann D und 
D', E und E' noch zwei andere homologe Punkte dieser Rich- 
tungen sind, so ist auch 

AB:A'B'=AD:A'D' 

AC:A'C = AE:A'E', 
folglich weil AB : A'B' = AC : A'C nach Annahme; 
auch AD : A'D' = AE : A'E', 



/Google 



91 

unddaüberdiessauch<;A = <;A', soistA ADEc/o AA'D'E' 
und folglich DE : D'E' = AD : A'D' = AB : A'B' = etc. 

Solche Systeme sind ähnlich. Man sieht hieraus, dass in 
diesen zwei ähnlichen Systemen auch die homologen Ab- 
schnitte aller beliebigen homologen Eichtungen einander pro- 
portional sind , während in den speeifisch affinen Systemen 
auf allen verschiedenen homologen Richtungen der Pro- 
portionalität ihrer Punktreihen verschiedene Verhältnisse zu 
Grunde liegen. Es ist kaum nö'thig zu sagen, dass, wenn 
in zwei ähnlichen Systemen zwei homologe Abschnitte einan- 
der gleich sind, auch alle übrigen homologen Abschnitte ein- 
ander gleich sein müssen, da das Yerh'ältniss der Propor- 
tionalität auf allen Richtungen dasselbe ist. 

Die Aehnlichkeit schliesst , wie schon aus obiger Defini- 
tion hervorgeht, noch ein zweites Merkmal ein, dass nämlich 
zwei Winkel einander gleich sind, welche zwischen zwei 
Paaren homologer Richtungen liegen. Sind A und A', B und B', 
C und C drei Paare homologer Punkte ähnlicher Systeme , so 
folgt aus dem Begriff der Aehnlichkeit, dass AB: A'B'=AC:A'C 
= BC : B'C und hieraus folgt nach den Elementen der Geo- 
metrie, dass < A = < A', < B = < B' und < C = < C. 
Diess führt aber unmittelbar zu dem weiteren Schiuss, dass in 
ähnlichen Systemen alle homologen Vielstrahlen einander gleich 
sind. An dieser Eigenschaft nehmen auch die uniformen Sy- 
steme Theil, weil sie nur einen besonderen Fall der homolo- 
gen Systeme darstellen. Dieses Merkmal kommt den affinen 
Systemen als solchen nicht zu. Dagegen stimmen alle drei 
Arten der Collineation darin mit einander überein , dass ihre 
homologen Punktreihen conform sind, und also auch darin, 
dass die zwei Gegenaxen im unendlichen Raum liegen. Hier- 
aus folgt unmittelbar, dass parallele Geraden des einen Systems 
wieder parallele Geraden in einem affinen oder ähnlichen Sy- 
stem zum homologen Aequivalent haben; da parallele Gera- 
den solche sind, die in einem Punkt der unendlich entfernten 
Gegenaxe convergiren. Ebenso, hat irgend eine Figur einen 
oder mehrere Punkte im unendlichen Raum , d. h. auf der 
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Gegenaxc diesem Systems, so muss auch die affine und ähn- 
liche Figur die homologen Punkte auf der Gegenaxe haben, 
da die Gcgenaxen homolog sind. Solche Systeme haben also 
gleichartige Dimensionen in dem oben ausgesprochenen Sinne. 
Es wird nicht ohne Interesse sein, noch vor der Betrach- 
tung der Perspektiven Lage dieser besonderen Collineations- 
systeme einen Blick auf die ähnlichen und congruenten Figuren 
zu werfen, und die hier gewonnenen Begriffe mit denen zu 
vergleichen, welche die Elemente der Geometrie gewöhnlich 
festhält. In den Elementen der Geometrie werden nämlich 
zwei verschiedenartige Merkmale- bei diesen Begriffsbestimmun- 
gen festgehalten, das Verhältnis^ der Seiten und die Gleich- 
heit der homologen "Winkel , dagegen wurden hier nur die 
Verhältnisse der Seiten zu demselben Zweck gebraucht, wäh- 
rend die Gleichheit der Winkel als eine Folge der ersten er- 
schien. In der That ist jedes der zwei Merkmale allein schon 
für die ähnlichen Figuren ausreichend; für die Congruenz ist 
aber die Gleichheit der homologen Seiten neben der Gleichheit 
der Winkel zu berücksichtigen. Dieser Umstand schon zeigt, 
dass das Moment, der Proportionalität der homologen Seiten 
das durchgreifende und leitende ist, und diese Bemerkung wird 
zur Evidenz erhoben, sobald ;man die Affinität ebenfalls mit 
m Erwägung zieht. Denn dort bleibt die Proportionalität der 
Seiten als das einzige Mittel allein übrig. Will man also die 
Figuren nach ilirerGesfalfsvenvandtschalt mit einander verglei- 
chen und wie die Logik es verlangt, einen einzigen Einthei- 
liiiigsgnind festhalten, so ist der hier eingeschlagene Weg der 
einzige berechtigte. Dass bei den Dreiecken dieses Merkmal 
allein schon ausreichend ist, weiss Jedermann. Man glaube 
aber nicht, dass es bei den Vielecken nicht mehr ausreicht. 
Dieser Irrthum kann sicli nur da einstellen, wo man die Dia- 
gonalen von den Seiten unzweckmäßig trennt. Befrachtet 
man aber alle Verbindungslinien der Ecken als Seiten, so sind 
auch die Vielecke ähnlich, so oft alle ihre Seiten in Propor- 
tion stehen, und die Gleichheit der homologen Winkel ist eine 
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Folge der Proportionalität der Seiten. Es ergeben sich also 
folgende Begriffsbestimmungen: 

Vielecke sind affin, wenn je zwei homologe Seiten durch 
die übrigen Seiten proportional getheilt werden; 

Vielecke sind ähnlich, wenn der Proportionalität aller ho- 
mologen Richtungen dasselbe Verhii Itniss zu Grunde liegt. 

Vielecke sind congruent, wenn das gemeinschaftliche Ver- 
hältniss der Proportionalität gleich Eins ist. 

Nun muss noch die perspektivische Lage solcher Systeme 
betrachtet werden. Da nun aber auf jedem Oollineationsstrahl 
zweier perspektivischen Systeme ein Paar homologe Eichtun- 
gen vereinigt und die Punktreihen dieser Richtungen propor- 
tional sind, so sind auch ihre Punkte des unendlichen Rau- 
mes homolog. Diese Punkte des unendlichen Raumes, welche 
auf einer Richtung liegen, müssen aber als solche betnidifet 
werden, die in einem Ort vereinigt sind. Solcher Punkte ha- 
ben aber die CoIIineationsstrahlcn nur zwei: der eine ist das 
CoLlU1e.1ti011scc11t.rum, der andere liegt auf der Coüineations- 
axe. Bei perspektivischen Systemen gelangt man also zu der 
Affinität oder Aehnlichkeit nur dadurch, dass das Collinea- 
tionscentrum oder die Collineationsaxe in den unendlichen 
Raum hinausrückt. Liegt das Coirme.itionsceiimiin perspek- 
tivischer Systeme im unendlichen Raum, so hat man perspek- 
tivische, affine Systeme, liegt die Collineationsaxe im unendli- 
chen Raum, so hat man ähnliche Systeme. Denn im letzteren 
Fall sind nothwendig die homologen Geraden parallel, weil 
sie in demselben Punkt der im unendlichen Raum liegenden 
Axe convergiren. Da nun aber alle homologen Linien paral- 
lel sind, so müssen auch die Winkel gleich sein, welche zwi- 
schen homologen Paaren gerader Richtungen eingeschlossen 
sind. Solche Systeme sind also jedenfalls ähnlich. Es sind 
aber die Systeme nicht ähnlich, sondern affin, wenn ihre Axe 
im endlichen Raum liegt, weil ihre homologen Geraden in 
Punkten dieser Axe convergiren, also einander nicht parallel 
sind. Es sind daher auch die Winkel nicht gleich, welche 
zwischen homologen I «npaaren liegen. 
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Aus diesem Umstände folgt sogleich, wenn man §. 15 mit 

in Erwägung zieht, dass die homologen Punktreihen auf jedem 
('uIliiM'ütitiii-.-ti'alil affiner Systeme eine proportionale Umhül- 
lung der Axe und in den homologen Systemen eine propor- 
tionale Umhüllung des Collineationsccntrum bilden. 

Auch wird man sogleich finden, wenn man in zwei affi- 
nen Systemen, in denen zwei homologe Punkte A und A' ge- 

A3t A'31 
sehen sind, dass der Modulus -^-r.; , .... . in das einfache 

AO A' ' 
Vcrhältniss A21 ; A'St übergeht, weil das Collineationscentrum 
im unendlichen Kaum liegt und desswegen AO : A'O = 1 
ist. Ebenso wird man auch in den ähnlichen Systemen fin- 

A 3( A'3t 
den, dass der Modulus -tt^-tttt weil hier der Punkt 31 im 
' AO A'O, 

ASt 
unendlichen Kaum Ih-lH; und al-o -T-, ai = 1 ist, in das ein- 

hche Verhältnis A'O : AO übergeht. 

Nun sind noch die Flächenräume solcher Systeme zu un- 
tersuchen. In Betreff der ähnlichen Figuren ist aber aus den 
Elementen bekannt, dass ähnliche Vielecke sich wie die Qua- 
drate ihrer homologen Seiten verhalten. Dieses Vcrhältniss 
ist aber dem Quadrat des Modulus gleich. 

In den affinen Systemen genügt es, zwei homologe Drei- 
ecke ABC und A'B'C zu untersuchen (lüg. 24). Weil nun die 
homologen Seiten AB und A'B' in einem Punkt a der Axe 
convergiren, und die Dreiecke aA3t, «A'A, welche die ho- 
mologen Richtungen mit dem Collineationsstrahl AA'b ma- 
chen, die Grundlinie cSt gemeinschaftlich haben, so folgt 

A «2tA: A «31A' = SAiSA'; 
aus dem gleichen Grund verhält sich auch 

A «33B:A a23B' = 2}B:58B' 
und da 21A : SA' = BS : SB', 
so verhält sich auch 

A «StA: A c3£A' = A «®B: A k©B' 
und hieraus folgt 

(Aß33B-A«9tA):(AßS8B'-A«3lA') = b21A:oäA' 
= 31A:21A', 
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d. i. 2l33BA:9l33B'A' = 31A:2tA' 

ebenso 8@CB : SBSCB' = 9t A : StA' 

und 21SCA : 31GCA' = 21A : ÄA', 

aus diesen drei Proportionen zieht man aber auf bekanntem 

Wege den Schluss, dass auch 

ABC:A'B'C=3£A:2tA' 
d. i. dass das Verhältniss der homologen Dreiecke mit dem 
Modulus der Affinität gleichen Werth hat. 

Affine Vielecke und Figuren überhaupt sind aus affinen 
Dreiecken zusammengesetzt, und werden also das gleiche Ver- 
hältnis haben wie sie. 
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Viertes 16 ei «• li. 

Collineation der Vielecke und der Curven im 
Allgemeinen. 

A. Collineation dos Dreiecks. 

§. 55. Sind zwei Dreiecke in einen Dreistrahl cinbeschrieben, so 
liegen die Srlmiilpunkte ihrer homologen Seifen auf einer geraden Linie ; 
die Dreiecke sind also für diese Gerade als Collineationsaxe. und den 
Scheitel des Vielstralil.- als Cüllirieationscentrum perspektivisch collind-ir, 
Umgekehrt: Wenn die iSchiiitiptiiiiue der drei Seitenpaare zweier 
Dreiecke in einer geraden Linie liegen, so convergiren die Verbindungs- 
linien ihrer entsprechenden locken in einem Punkt, die Dreiecke sind 
also für diesen Punkt als Collineationscentrum und jene Gerade als 
Colli eeationsaxe colliueär, 

§. 56. Sind zwei Dreiecke eollineäi', so wird jede Seite des einen 
Dreiecks von den zwei nicht homologen Seilen des andern Dreieks in 
solchen Punkten geschnitten, dass die Modulu-produkte der Theilpunkte 
/.weier Seiten sich verhalten, wie die Produkte der anliegenden Ab- 
schnitte der dritten Seite. 

Haben zwei Dreiecke eine solelic Lage zu einander, dass die Seiten 
des einen durch die nicht homologen Seilen des andern in solchen 
Punkten geschnitten werden, dass die Modulusprodukte zweier Seiten 
sich verhalten, wie die Produkte der anliegenden Abschnitte der dritten 
Seite, so sind die zwei Dreiecke coliinear. 

§. 57. Sind zwei collineäie Dreiecke zugleich in einander beschrie- 
ben, so werden die Seilen des einen Dreiecks durch die Eckpunkte des 
andern Dreiecks so getheilt, das- die iludiiliis der Theilpunkte zweier 
Seiten sich zu einander verhalten, wie die anliegenden Abschnitte des 
Theilpunkts der dritten Seite. 
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Umgekehrt: "Weilu zwei Dreiecke in einnndcr Ijeschriehen sind, und 
die Seilen lies (■inen Dreiecks durch die Ecken des andern Dreiecks so 
getheilt werde:], dass die Moduliis der The il punkte zweier Seilen sieh 
verhallen wie die anliejem.U'i! Ah-clmilie des Theilpüiikts der dritten 
Seite, so liegen die Dreiecke perspektivisch, 

g. 58. Sind zwei in einander beschriebene Dreiecke per-pekiiviseli, 
so wird jede Seite des einen Dreiecks durch die homologe Seite und 
Gegenecke des andern Dreiecks harmonisch gctlieilt. 

Umgekehrt: Liegen zwei in einander beschriebene Dreiecke so, dass 
jede Seite des einen Dreiecks durch die homolog« Seite und ihre 
Gegeuceke des andern Dreiecks hainionisch getheilt wird, so sind die 
Dreiecke auch perspektivisch. 

Die Dreiecke ABC und A'B'C (Fig. 29), welche einem 
Dreistrahi inbeschrieben sind, bilden mit dem Scheitel O 
zwei Vierecke ABCO und A' B' C , welche zwei collineäre 
Systeme bestimmen (§.43). Diese zwei Systeme fallen aber mit 
drei Paaren homologer Richtungen OA und OA', OB und OB', 
OC und OC, die in einem Punkt convergiren und also 
überhaupt mit zwei homologen Vielzahlen aufeinander, folg- 
lich fallen sie auch mit allen Punkten zweier homologen Rich- 
tungen auf einander und befinden sich in perspektivischer 
Lage (g. 45, c). Es convergiren daher die drei Paare ihrer ho- 
mologen Suiten in den Punkten «, ß und y ihrer Collineations- 
axe (§. 46, b). 

Umgekehrt sind zwei Dreiecke ABC und A'B'C gege- 
ben, deren homologe Seiten in den Punkten c, ß-, y einer 
geraden Richtung convergiren, so bilden die Seiten Achtungen 
dieser Dreiecke zwei Vierecke cBA/J und «B'A'/?, welche selbst 
wieder zwei collineäre Systeme bestimmen, in welchen drei 
Paare von Punkten in den Oertern et, /?,/ einer Geraden auf 
einander fallen. Die zwei Systeme haben also auch einen 
Vielstrahl entsprechend gemein (§. 45, c), liegen perspektivisch 
und die Verbindungslinien AA', BB' und OC convergiren in dem 
Collineationsccntrum dieser pe rspekti vischen Systeme (§. 46, a). 

Die Convergenzpunktc der iiiclit homologen Seiten zweier 
colline/ircn Dreiecke, kennen zu lernen ist nicht ohne Interesse. 
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Es seien daher a' und «"die Punkte, in welchen die Seite 
BG von den homologen Seiten A'C und A'B' geschnitten 
wird; ebenso sind die Punkte ß' und ß" auf AC, / und y" 
auf AB bestimmt worden. Zur Vereinfachung der Rechnung 
mag der Mod-ulus der Schnittpunkte durch abgekürzte Zeichen 
il.'irgvstellt werden. Man setze: 

ß'B , n a"B , ,,, ß'A 

■3-«. #-».& = «■ 

Nun bildet in dem Dreieck ABC die Seite A'B' eine 
Transversale, welche die Seiten desselben in den Punkten a', 
ß' y schneidet, folglich ist nach g. 27: 
(t) («'} : (ß>) = (y). 
Es bildet auch A'C im Dreieck ABC eine Transversale, 
welche die Seiten desselhe» in den Punkten /, «" und ß 
schneidet , folglich ist: 
1 
' («") ' 

Endlich bildet auch die Seite B'C eine Transversale im 
Dreieck ABC und durchschneidet dessen Seitenrichtungen in 
den Punkten k, ß" und y" \ folglich ist; 

Weil nun aber die Dreiecke ABC und A'B'C nach Vor- 
Aussetzung perspektivisch sind, so liegen die Punkte «, ß und y 
in einer Geraden, also ist auch 

(4) (.) : GS) = (?). 

Wenn man nun aber die Werthe von (a) , (ß) und (y) aus 
den drei ersten Gleichungen in die vierte substituirt, so er- 
hält man nach gehöriger Reduction: 

(5) M . (ff) : (fl!) . (-»") = (/) . (/'), d. i.: 
io'B o"B) l/9'A /("AI ■ . , , 
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Wenn umgekehrt zwei Dreiecke eine solche Lage zu ein- 
ander haben, dass die letztgenannte Proportion zwischen den 
Schnittpunkten' der nicht homologen Seiten Statt findet, so 
kann man umgekehrt, wenn man bemerkt , dass /, a" und ß, 
ferner ß", y" und «, und endlich «', ß' und y je in einer ge- 
raden Linie liegen, den Gleichungen (1), (2) und (3) in (5) 
suhstihiiren, und man kommt zum Resultat der Gleichung (4), 
woraus man sieht, dass die Punkte «, ß und y in gerader Linie 
liegen und also dass die Dreiecke perspektivisch sind. 

Wenn die zwei, perspektivischen Dreiecke zugleich in ein- 
ander beschrieben sind, dann lallen die zwei Punkte, in welchen 
eine Seite von den zwei nicht homologen Seiten des andern Drei- 
ecks geschnitten wird, auf einander. Es wird also in diesem 
Fall («') und (u") , ferner (ß 1 ) und (ß") , ferner (/) und (/') 
identisch, und obige allgemeine Proportion (5) verwandelt sieh 
in folgende: 

(6) («')> : OT' = (/)' »to («') : OT = M 

d - i -Ü : ^ = BC ' :AC '( Fi »- 3() »' 

so dass sich also die Modulus der Punkte A' und B' verhal- 
ten wie die anliegenden Abschnitte des Punktes C. Ebenso 
vereinfacht sich auch hier der Umkehrungsfall. 

Combinirt man den Fall der in einander beschriebenen 
perspektivischen Dreiecke mit der Eigenschaft der Transversalen 
des Dreiecks (§. 27), so liefert die Transversale A'B' im Drei- 
eck ABC die Proportion 

(<*'): (ß>) = (y), 
diess mit der Gleichung (6) verbunden, zeigt, dass 

fr) = (/), d. i. dass BC : AC = By : Ay, 
woraus man sieht, dass die Seite AB des Dreiecks ABC durch 
die homologe Seite A'B' des perspektivischen, inbeschriebenen 
Dreiecks in dem Schnittpunkt y, und durch das Gegeneck C 
der Seite A'B' harmonisch getheiit ist. 

Umgekehrt: wenn das Dreieck A'B'C so in das Drei- 
eck ABC beschrieben ist, dass die Punkte y und C die Seite 
AB harmonisch theilen, so folgt aus der harmonischen Theilung 
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dass BP: AC"=B)<:A)', 

und weil A', B' und y in gerader Linie liegen, dass 

Ü^ = BC,AC, 

mithin sind die Dreiecke in perspektivischer Lage. 

Es mag noch zum Schluss bemerkt werden, dass der Fall 
der perspektivischen, in einander beschriebenen Dreiecke, ohne 
Hilfe des CoIIineationsbegriffes gewöhnlich folgender Maasscn 
ausgesprochen wird. 

Wenn man von den drei Eckpunkten eines Dreiecks nach 
einem beliebigen Punkt in der Ebene des Dreiecks drei ge- 
rade Linien zieht, so theilen ihre Richtungen die Seiten des 
Dreiecks so, dass die zwei dreigliedrigen Produkte der drei 
nicht an einander liegenden Seiten einander gleich sind. 

Der Fall der in einander beschriebenen perspektivisch col- 
lineären Dreiecke kann aber auch unmittelbar sehr einfach 
auf die invohitorischen Collineiitionssysieme, oder auch, wenn 
man will, auf die Eigenschaften des Vierecks {§. 38, d) zu- 
rückgeführt werden. 

B. Eigenschaften des Vierecks, weiche auf Collineation 
beruhen. 

§.59. Aufder AehnUchkcit beruht folseniie Eigenschaft des Vierecks: 
Wcdd man die Muten der gcgeiHiberfMehemlcn .-eilen eines Vier- 
ecks, und die Mitten der zwei Diagonalen mit einander durch Gerade 
verbindet, so convergiren die-dben in einem. Punkte. 

§. 60. Auf dem involutorisehin GiJliiiciiiionssysK'nu! beruhen fol- 
gende Eigenschaften des Vierecks: 

a) Jede Diagonale des vollsl and igen Vierecks wird durch die zwei 
andern Diagonalen harmonisch gethcilt. 

b) Jm Viersei t trennen jede zwei Diagonalen die zwei Gegenseiten, 
welche mit ihnen in einem Eck convcigiren, harmonisch. 

c) Wenn ein Dreistrahl von zwei Traiisver-jden geschnitten wird, 
so entstehen zwei Vierecke, deren Diagonalen in Punkten ci.invcrgiren, 
welche mit dem Convergenzpunkt der Trnn renalen in gerader Linie sind. 
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g. 61. Auf der perspektivischen Collincafion im Allgemeinen beruhen 
folgende Eigenschaften des Vierecks : 

Zieht man von einem Punkt der Diagonale eines Vierecks zwei 

Transversalen durch das Viereck, so schneiden dieselben die Seilen des 
Vierecks in solchen Punkten, deren Verbindungslinien wieder auf der 
andern Diagonalen eonvergiren. 

Die Mitten der Diagonalen eines vollständigen Vierseits liegen in 
einer Geraden. 

Das Viereck ist, wie schon im zweiten Buche- gezeigt 
wurde, durch manche Eigen sc haften ausgezeichnet, welche auch 
auf Coüineation zurückgeführt werden können. Verbindet 
man z. B. die Mitten P, Q und R der in einem Eck A 
(Fig. 31) ziisamiiienhiufendeii Seiten durch Gerade, so bilden 
sie ein Dreieck QPR, dessen Seiten den Seiten des Drei- 
ecks BCD , das von den übrigen Seiten gebildet wird, pa- 
rallel sind (§. 26). Verbindet man nun auch die Mitten 
P', Q' und R' des letztern Dreiecks BCD, so entsteht ein 
zweites Dreieck P'Q'R', dessen Seiten ebenfalls den Seiten 
des Dreiecks BCD parallel sind (§. 26). In den Dreiecken 
PQR und P'Q'R' sind also ebenfalls die homologen Seiten 
einander parallel. Die homologen Seiten eonvergiren also 
in Punkten einer unendlich entfernten Coilmeationsaxe, die 
Dreiecke sind ähnlich in perspektivischer Lage (§. 55). Die 
Verbindungslinien der- homologen Eckpunkte PP', OQ' und 
RR' eonvergiren also in einem Punkt 0, dem Aeiinlichkeits- 
punkt der Systeme. Man wird leicht noch bemerken, dass 
die Dreiecke nicht nur ähnlich, sondern sogar congruent sind, 
und dass ihre Aehnlichkeit zum besonderen Fall der Xlni- 
formität gehurt. 

Noch wesentlicher ist dem Viereck die Eigenschaft der 
Involution (Fig. 32), sobald man es in seiner vollständigen 
Gestalt betrachtet, und durch Verlängerung seiner gegenüber- 
stehenden Seiten die versteckten Ecken E und F und die dritte, 
versteckte Diagonale EF construirt. Betrachtet man nämlich den 
Convergenzpunkt der Diagonalen BD und EF als Collinea- 
tionscentrum, und die Diagonale AC als Coilmeationsaxe, so 
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sind AP und AE homologe Gerade dieser CoIIineation , die 
von den Colünnaiion-strahlen des Centrums in den homolo- 
gen Punkten B und D, F in E geschnitten werden. Weil aber 
auch die wechselseitigen Verbindungslinien BE und DF die- 
ser homologen Punkte in dem Punkt C der Collineationsaxe 
AC convergiren , so gehört die CoIIineation zum besonderen 
Fall der Involution (g. 48). Die Collineatioiisstralüen BD 
und EF werden also von den Punkten und 0', und 0" 
harmonisch getheilf. 

Dieselben Folgerungen können (Fig. "33) im Dreistrald 
angewendet werden, welcher von zwei Transversalen AQ und 
A'Q durchschnitten wird, wodurch die Vierecke ABB'A' und 
BCß'C entstehen, deren Diagonalen sich in den Punkten R 
und S durchschneiden. Hier sind für den Punkt als Cen- 
trum und RQ als Ase die Geraden AB und A'B' involuto- 
risch homolog , wenn man daher noch durch einen dritten 
Colliiieatioiisstvah] die homologen Punkte C und C bestimmt, 
so müssen auch die Verbindungslinien BC und B'C in einem 
Punkt S der Axe QR convergiren (§. 48, d). 

Man kann das Viereck auch noch vom allgemeinen Stand- 
punkt der CoIIineation aus betrachten (Fig. 34), wenn man eine 
Diagonale DB als Collineationsaxe, die andere Diagonale AC 
als Collineationsstralil betrachtet und auf ihr das Centrum 
in einen beliebigen Punkt setzt. Es erseheinen unter die- 
sen Bedingungen die Seiten AB und BC einerseits, die Seiten 
AD und DC andererseits als homologe Linien. Zieht man 
also vom Centrum aus noch zwei beliebige Strahlen, welche 
auf den Seiten des Vierecks die homologen Punkte F und F', 
E und E' bestimmen, so sind auch die Geraden FE und F'E' 
homolog und werden in einem Punkt Q der Collineationsaxe 
liD convergiren (§. 46, b). 

Zur Uebung noch eine beachten ^vevthe Eigenschaft des 
Vierecks. 

In dem vollständigen Vierseit ABCDEF (Fig. 35) sind die 
Punkte R, P und ip die Mitten der Diagonalen BD und der anlie- 
genden Seiten BC und BF ; so dass also diese Punkte auf einer 
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mit DF parallelen Geraden liegen.' Ebenso liegen die Punkte 
E', P' und ip, wenn sie die Diagonale FE und die Seiten FO 
und FB halbiren, auf einer mit BE parallelen Geraden. Fer- 
ner sind auch die Punkte R', Q' und |: R, Q und | gleicher 
Maassen Punlite zweier Geraden, welche die in D und E zu- 
sammenlaufenden Linien halbiren, und mit den Seiten BE und 
DF parallel sind. Diesem nach ist das Viereck R'i/>Rä- ein 
Parallelogramm, in welchem 

|Q = R'P', RP = £Q' 

QR = P'^, P^/ = Q'R' 

, ,'ri. |Q_R'P\ RP_ $Q' 

folglich _ = _,___ 

also auch § Q . KP ^ R'P' . !£' 

Die Transversalen QP und P'Q' der Dreiecke gj/iR und 
§yR' werden also die geinoin.-elialiiielie Gnnidiinie in einem 
und demselben Punkte durchschneiden (?>27). Es sind also die 
Dreiecke QPR und QTl'P' perspektivisch (§. 45) und die 
Verbindungslinie RR' convergirt mit den Verbindungslinien 
QQ' und PP' in einem Centruin S. Der Punkt S liegt aber 
in der Mitte von AC; da die Punkte Q und Q' die Strecken 
DC und EC halbiren und also QQ' || ÄE ist. Die Mitten 8, 
R und R' der drei Diagonalen liegen also in einer geraden Linie. 

C. Allgemeine Eigenschaften collincarcr Curvcii. 

§. 62. Wenn von zwei collineären Linien die eine die Gestellt einer 
Curve liat, so ist auch die andere eine Curve. 

Wenn in zwei coliineürcn .Systemen verschiedene Linien sich be- 
finden, worunter Curven und Gerade sein hünnen, su sind sie folgenden 
Gesetzen unterworfen: 

a) Geht eine Linie durch einen Punkt, so geht auch im collineären 
System die homoliwe Linie durch den homologen Funkt. 

b) Schneiden sieh zwei Linien des einen Sysfems in mehreren 
Punkten, so schneiden sich auch im colli neuron System die homologen 
Linien in eben so vielen Punkten, und die Schnittpunkte dieser homo- 
logen Linien sind seihst paarweise homolog. 
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c) Berühren sicli zwei Liuien des einen Systems in einem Punkte 
von innen oder von aussen, so berühren sieh auch im eoiiineären Sy- 
stem die homologen Linien auf dieselbe Art, und es sind die zwei Be- 
rührungspunkte homolog. 

d) "Werden in zwei collincaren Systemen zwei homologe Curven 
von zwei homologen Geraden berührt, so sind auch, die BerühruT:i;>- 
punkte homolog, und umgekehrt, wenn man in zwei homologen Punk- 
ten zweier homologen Curven Tangenten zieht, so sind sie zwei homo- 
loge Geraden. 

§. 63. Ist von zwei homologen Curven zweier collineärcn Systeme 
die eine in sieh geschlossen und ganz im endlichen Kaum, so zeigt die 
Gegenaxe ihres Systeme* die (5esfii.lt ihrer homologen Curve au. 

a) Liegt die Gegenaxe ausserhalb der gese blossen cn Curve, so ist 
auch die homologe Curve in sieh geschlossen und liegt im endlichen 

h) Wird die in sich geschlossene endliche, Cuive des einen Systems 
von der Gegenaxe in zwei Punkten geschnitten, so liegt die homologe 
Curve dös collincaren Systems mit zwei Punkten im unendlichen Raum, 
und erscheint im endlichen Raum in Form von zwei von einander ge- 
trennten Aesten, deren .jeder nach zwei Seiten hin m's Unendliche ver- 
läuft. Die Tangenten an den Schnittpunkten, welche die Gegenaxe auf 
der endlichen Curve hcrvorbringl, erscheinen in der homologen Curve 
als Asymptoten, d. h, als Tangenten, welche dieselbe erst in Punkten 
des unendlichen llaums berühren, und zwar werden die zwei nur im un- 
endlichen Raum mit einander zusaniruerdiiingemlen Curvenible durch die 
Asymptoten von einander getrennt. 

c) Wird die in sich geschlossene endliche Curve des einen Systems 
von der Gegenaxe ihres Systems berührt, so hat die homologe Curve 
des collineären Systems nur einen Punkt im unendlichen Raum , und 
erscheint im endlichen Kaum als eine Curve, welche nach zwei Seiten 
hin in's Unendliche verlauft. Eine solche Curve hat im endlichen Kaum 
keine Asymptote. 

g. 64. Liegen zwei colliucitre Curven perspektivisch, so bemerkt 
man. folgende Eigenschaften: 

a) Ein Collmeationsstrahl, welcher die eine Curve in zwei Punkten 
schneidet, schneidet immer auch die andere in zwei homologen Punkten, 
und wenn ein (oliineatioiisstrahl die eine Curve in einem Punkte be- 
rührt, so berührt er auch die andere Curve in einem homologen Punkte, 
und ist somit eine gemeinsenai'iiiclic Tangente der zwei Curven. 
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Umgekehrt: Wenn zwei collmeüre und perspektivische Curven eine 
gemeinschaftliche Tangente eufspieebeml gemein haben, so geht sie durch 
ihr Colli neationscentrum. 

li) Wenn die GojliiLi'afioüsaso die eine von zwei perspektivischen 
collineKren Curven in zwei Punkten schneidet, so schneidet sie auch 
die andere in denselben Punkten, und ist ihn; genieinrehaiilieiic Sehne.- 

Umgekehrt: Wenn zwei cellineare und perspektivische Curven sich 
in zwei entsprechenden, gerne in^chai! liehen Punkten schneiden, so ist die 
gen; eins ch;ii't liehe Sehne immer auch ihre (.'ollinciitionsaxe. 

c) Wenn die CülliiiDuLioiisaxt' die eine von zwei perspektivischen, 
collineären Curven in einem Punkte berührt, so berührt sie auch die 
andere Curve in demselben Punkte. 

Umgekehrt: Wenn zwei eollineiire und perspektivische Curven in 
einem homologen gemeinschaftlichen Punkt sieh berühren, so ist die 
Tangente- dieses Ik-rüUningsjiur^kie.-i ihre Ucdliiieulionsaxe. 

Sobald von zwei Curven ermittelt ist, dass sie collineär 
sind, so haben sie gewisse Eigenschaften mit einander gernein, 
welche nicht selten dazu dienen, die Gestalt der einen Curve 
aus der andern abzuleiten. 

Zunächst ist leicht einzusehen, dass, wenn von zwei col- 
lineären Linien, die eine ihrer Gestalt nach eine Curve ist, 
auch die andere zu den Curven gerechnet werden muss. Denn 
wenn z. B. eine Curve der zweiten Ordnung nicht drei Punkte 
bat, die in gerader Richtung liegen, so kann auch jede mit 
ihr collineäre Linie nicht drei Punkte haben, die in einer ge- 
raden Richtung liegen (§. 42, b). Diese letztere Linie ist also 
ebenfalls eine Curve der zweiten Ordnung. Aber auch, wenn 
es sich von Curven höherer Ordnung handelt, so ist doch 
leicht einzusehen, dass jenes Gesetz auf sie anwendbar ist; in- 
dem man hier sich nur auf Punkte beschränken muss, die 
nahe genug .ineinander liegen, damit nicht drei Punkte in ge- 
rader Richtung sich befinden. Es werden übrigens im weite- 
ren Verlauf nur Curven der zweiten Ordnung in Betracht ge- 
zogen werden. 

Ruft man sich nun aber den Begriff der homologen Linien 
colliueärer Systeme ins Gcriiichlniss (§.42), wonach zwei Li- 
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iiien homolog heissen, wenn alle Punkte der einen Linie allen 
Punkten der andern Linie homolog sind, so ist klar, dass, 
wenn die eine durch einen gegebenen Punkt geht, auch die 
andere durch den homologen Punkt des andern Systems gehen 
inuss. Hieraus folgt weiter , dass wenn zwei Linien, seien 
sie gerade oder krumm, sich in einem Punkte schneiden, auch 
die homologen Linien des andern Systems durch den Punkt 
des anderen Systems gehen werden, welcher jenem Schnitt- 
punkt homolog ist. Erwägt man aber noch weiter das Gesetz 
der gleichen Aufeinanderfolge, das schon zwischen conformen 
einförmigen Gnuidgehildeii herrscht (g. 17), und das folglich 
auch in den oollineiiren Systemen, die aus lauter conformen 
einförmigen Gebilden zusammengesetzt sind, Geltung haben 
muss (§. 42), so wird man sich sogleich überzeugen, dass wenn 
zwischen zwei Gurven des einen Systems ein Schneiden, statt- 
findet, wo die eine Linie von der einen Seite auf die andere 
Seite der zweiten Linie tritt, dasselbe auch bei den zwei ho- 
mologen Linien des zweiten Systems der Fall sein muss. Ebenso 
wird man schliessen, dass, wenn zwischen den zwei Linien 
des ersten Systems ein Berühren stattfindet, wobei die eine 
derselben immer auf der gleichen Seite der anderen bleibt, 
auch in den homologen Curven der anderen Systeme ein Sich- 
berühreu stattfinden wird. Namentlich ist noch darauf auf- 
merksam zu machen, dass, wenn eine Curve und eine Gerade 
eines Systems sich in einem Punkte berühren, auch im colli- 
neUrcn System zwischen den zwei homologen Linien eine Be- 
rührung stattfinden muss. Denn diese zwei Linien müssen 
ja jedenfalls durch den Punkt gehen, welcher dem Berührungs- 
punkt der zwei Linien des ersten Systems homolog ist (§. G2. h) 
und ausser diesem Punkt können die Curven keinen anderen 
gemein haben. Auch kann man diesen Safe umkehren und 
sagen: wenn zwei homologe Curven zweier collineären Sy- 
steme durch zwei homologe Punkte gehen, so müssen die 
Tangenten dieser Punkte homologe Gerade sein, denn, wenn 
das nicht wäre, so käme man sogleich mit dem direkten Satz 
(§. 62, d) in Widerspruch. 
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Wenn bei der Collineation der zwei Systeme noch die 
Gegenaxen. gegeben sind, so können von der gegebenen Ge- 
stalt einer Curve des einen Systems noch mehr Schlüsse 
über die Gestalt der homologen Curve des andern Systems 
gemacht werden. Denn liegen in dem einen System eine ge- 
schlossene Curve und die Gegenaxe aus einander., so dass sie 
keinen Punkt mit einander gemeinschaftlich haben, so kann 
auch in dem andern System die homologe Curve mit keinem 
Punkt im unendlichen Raum liegen (§. 44). 

Wird aber die Curve des einen Systems von der Gegen- 
axe in zwei Punkten Cünd D geschnitten (Fig. 36). so muss 
die homologe Curve des collnn-Üren Systems durch die Punkte 
C und D' gehen, die jenen Schnittpunkten homolog sind 
(§. 62, b), welche aber im unendlichen Kaum liegen (§. 44), 
folglich liegt diese Curve des zweiten Systems mit zwei Punk- 
ten im unendlichen Raum. Wie aber die Gegenaxe die eine 
Curve in zwei Bögen DAC und DBC trennt, die nur in den 
Punkten C und D mit einander zusammenhängen, so inuss 
auch die unendlich entfernte Gerade die Curve des colliueären 
Systems in zwei Bogen C'A'D' und C'B'D" trennen, die nur 
mit zwei Punkten des unendlichen Raumes zusammenhangen. 
Zieht man aber, um diese Vorstellung noch zu vervollständi- 
gen in den Punkten C und D Tangenten an die Curve des 
einen Systems, welche sich in einem Punkte T schneiden, so 
werden auch ihre homologen Linien des andern Systems 
zwei gerade Linien sein, welche die Curve C'A'D'D"ß'C" 
in zwei Punkten des unendlichen Raumes berühren, und in 
einem Punkt T' des endlichen Raumes convergiren , der mit 
dem Punkte T homolog ist (§. 62, b). 

Solche gerade Linien, welche einer Curve sich immer 
mehr nähern , aber erst in einem Punkt des unendlichen 
Raumes wirklich mit ihr zusammentreffen und sie dort be- 
rühren, heissen Asymptoten. 'Wenn aber nun in diesen homo- 
logen Geraden der Convergenzpunkt T dem Convergenzpunkt 
T' entsprächt, so entsprechen dem Punkte C der Geraden CT die 
unendlich entfernten Punkte C, C" der Geraden CT', welche 
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aber in der Anschauungsweise der neueren Geometrie nur als 
ein einziger Punkt (welcher durch denselben .Modulus bestimmt 
ist) betrachtet wird. Die zwei getrennten Aeste der homo- 
logen Curve haben also eine solche Lage, dass die zwei Halb- 
äste A' C und B' C" mit den unendlich entfernten Punkten 
der Geraden C'C" zusammenlaufen, und die Tangente C'C" 
erscheint andererseits, wenn man die unendlich entfernten Punkte 
als verschieden betrachten will, als die Verbindungslinie der- 
selben. Dasselbe ist der Fall mit der Tangente D'D". Wenn 
endlich der Bogen CAD der einen Curve in' stetig aufeinander 
folgenden Punkten die zwei Punkte C und D einerseits mit 
einander verbindet, und nun andererseits dasselbe auch durch 
den Bogen CBD geschieht, so werden nach dem Gesetz der 
gleichen Aufeinanderfolge auch im eollhieären System die un- 
endlich entfernten Punkte (C, C") und (D', ü") durch die Bö- 
gen C'A'D' und C'B'D" verbunden werden, so dass die zwei 
Aeste hier als durch die Asymptoten von einander getrennt 
erscheine:]. Diese Trennung ist aber nur ein Schein, sobald 
man die Anschauung der Aufeinanderfolge, wie sie die neuere 
Geometrie verlangt, festhält, wo die unendlich entfernten Punkte 
in der Richtung von C'C", so wie die in der Richtung von 
D'D" als identisch betrachtet werden. 

Wenn endlich die Curve des einen Systems ihre Gegen- 
axe berührt, so muss auch die homologe Curve des collineä- 
ren Systems die unendlich entfernte Gerade in einem Punkt 
berühren, welcher jenem homolog ist (§. 62). Man wird also 
wie im Vorausgehenden schliessen, dass diese zweite Curve 
mit einem Punkt im unendlichen Raum liegt, also im endli- 
chen Raum als eine Linie erscheint , welche nach zwei Seiten 
hin ins unendliche verlauft , um sich dort wieder zu verei- 
nigen. Eine solche Curve hat aber keine Asymptoten , weil 
die Tangente, welche sie in einem unendlich entfernten Punkt 
berührt, selbst im unendlichen Raum liegt. Alle Tangenten 
des endlichen Raumes berühren sie also auch in Punkten des 
endlichen Raumes. 

Wenn zwei collineäre Curvcn zugleich perspektivisch lie- 
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gen, so gewinnen die gemeinschaftlichen Tangenten, und wenn 
jene Curven sich schneiden, die Schnittpunkte eine aasge- 
zeichnete Bedeutung. Es sollen auch hier nur Curven der 
zweiten Ordnung vorausgesetzt werden, welche von einer Ge- 
raden höchstens in zwei Punkten geschnitten werden, und an 
welche von einem äusseren Punkte aus höchstens zwei Tan- 
genten gezogen »erden können. Bemerkt man nun, dass auf 
jedem Collincationsstrahl zwei homologe Gerade der oollineä- 
ren Systeme vereinigt sind, so folgt sogleich aus g. üS.bunde, 
dass, wenn ein Collincitioiissmthl die eine Curve in zwei 
Punkte schneidet, oder in einem Punkt berührt, auch ihre ho- 
mologe Curve des collineiircn Systems das Gleiche von ihrem 
Collmeationsstrahl erfahren muss; auch folgt umgekehrt, dass, 
wenn zwei coilincUre und perspektivische Aeste eine gemein- 
schaftliche- Tangente entsprechend gemein haben, diese ein 
CoJliriea-tion -strahl sein und also durch das Collineations- 
centrum gehen muss (§. 46). 

Weil ferner auf der Collincationsaxe perspektivischer Sy- 
steme alle Punkte entsprechend gemein sind, so muss die Col- 
lineationsaxe, wenn sie die eine von zwei solchen homologen 
Curven schneidet oder berührt, auch die andere in denselben 
Punkten schneiden und berühren: und umgekehrt (§.62, a). 
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Fünftes »ncli. 

Der Kreis. 

A. Conformltät des Kreises. 

j|. S5. Auch bei zwei ausser einander liegenden coefonnen "Vielstrahlen 
kann man die Unterscheidung der einstimmigen und entgegengesetzten 
Lage noch in Anwendung bringen. Zeichnet man nämlich noch einen 
dritten Hilfs vielstrahl , welcher mit dem ersten den Scheitel gemein- 
schaftlich hat, und dessen Strahlen mit denen des zweiten Yielstrahls 
parallel gehen und demgeiuiiss homolog genannt werden, so sind die 
zwei ergebenen VielslraliU'ii in einstimmiger Lage, wenn der erste Viel- 
strahl mit dem Hilfsviel strahl in einstimmiger Lage sich befindet; im 
lindern Fall sind die zwei gegebenen Yielstrahlen in entgegengesetzter 
Lage. Solche einstimmige oder entgegengesetzte confurrnc Vielstiahlen 
(heilen auch jede Transversale, die nicht zwischen ihren Scheiteln hin- 
durchgeht , ent^nvechend in zwei conformen Punktreihen einsünimiger 
oder entgegengesetzter Lage. 

§. Ö6. Zwei Vielsirahlen, deren homologe Strahlen in Punkten 
einer Kreislinie convergiren und deren Scheitel auf eben dieser Kreis- 
linie liegen, sind einander gleieii in einstimmiger Lage, liegen aber pro- 
jektiviäc-h gegen einander, und es sind diezwei Strahlen, welche in 
ihrer Sehekelliuie vereinigt sind, nicht nutet' sieh, sondern denjenigen 
Strahlen homolog, welche die Kreislinie berühren. 

Umgekehrt: Wenn zwei gleiche Vielstrahlen sieh in einstimmiger 
aber piofcktivisclier .Lage belinden, so convergiren ihre homologen 
Strahlen in Punkten einer Kreislinie, welche daieh ihre Scheitel gebt, 
und es sind die in ihrer Scheitellinie vereinigten Strahlen mit denjeni- 
gen homolog, welche die Kreislinie berühren. 

g. 67, Sind eine Kreislinie und mehrere Tangenten derselben ge- 
gehen, so haben diese die Eigenschaft, alle andern beliebig gezogenen 
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Tangente» conform zu theilen. Zwei auf solche Weise eoniorlo c;eilieil!e 
Tangenten liegen aber projektivisch , und die sswei Punkte, welche in 
ihrem Convciiic!i/|jiitd;t vi.rriniut sind , sind den HenilinniiisiHiiikieii 
der Tangenten homolog. 

Umgekehrt: wenn zwei Tangenten eines Kreises durch drei andere 
Tangenten geschnitten werden, und man siielil y.n ilicsen drei Paaren von 
j-''liiiiif[iiii'.k(cii weitere cnnforme Punkte, und veibiudet zwei huiurdoge 
derselben durch eine Gerade, so berührt sie den Kreis. 

g. 68. Diese Eigenschaften der l'JiuifuriniUU des Kreises können auch 
noch in folgende Form get'asst werden; 

a) Jedes in einein Kreis iubeschricbcne Sechseck hat die Eigenschaft, 
dass die drei Convergencpunkte seiner gcgenü herstellenden Seiten ia 
Punkten einer geraden Sichtung liegen. 

b) Jedes um einen Kreis beschriebene Sechseck hat die Eigenschaft, 
dass die drei Verbindungslinien seiner «csem'i herstellenden Ecken in 
einen) Punkt eonvergiren. 

c) Ist ein Viereck in einem Kreis beschrieben, so eonvergiren die 
Tangenten 7.wcier gegenüberstehenden Ecken in einem Punkt der Dia- 
gonale, welche die Convergen?, punkte der gegenüberstehenden Seiten 
verbindet. 

d) Ist ein Viereck um einen Kreis beschrieben, so eonvergiren die 
Verb i n d ü Molinie tt i'ler Ccriihriirigspunkte der üvgenübcr-lehcuden Seiten 
im Convergen/. punkt der Diagonalen, welche die sieben überstehenden 
Ecken des umbeschriehmen Vierecks verbinden. 

Die bekannte Eigenschaft des Kreises, dass die Periphe- 
vicwinkel, weiche auf gleichen Bügen aulstehen, einander gleich 
sind, gewinnt bei der Anschauungsweise der neueren Geome- 
trie eine benchtetiswertiie Gestalt. Zieht man nämlich von 
den Punkten O und 0' der Peripherie durch die Punkte A. 
B, C der Kreislinie gerade Linien, so ist nach der angeführ- 
ten Eigenschaft der Peripheriewinkel 

< AOB = < AO'B und < BOC = < BO'O etc., 
d. h. aber in der Sprache der neueren Geometrie, es ist Viel- 
stvah! 0, ABC = 0', ABC. Zugleich wird mau sehen, dass 
diese Vielstrahlen sich in einstimmiger Lage befinden, sei es ; 
dass mau zu diesem Zweck in 0' einen Hilfsvielstrahl con- 
struiren will, dessen Strahlen denen des Vielstrahls parallel 
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gehen, oder dass man, wie diess in Fig. 37 geschehen ist, 
eine Transversale ausserhalb 00' ziehen will, um die Ein- 
stimmigkeit der lteihen a, ß, y und u\ ß', y' zu seilen, wel- 
che die Vielstrahlcn und 0' auf den Transversalen hervor- 
bringen. 

Auch wird man sich überzeugen, dass dieser Säte um- 
gekehrt werden kann, wenn man bemerkt, dass zwei gleiche 
Vielstrahlcn, durch ein Paar homologer Strahlen und ein Kreis 
durch drei Punkte seiner Peripherie vollkommen bestimmt 
sind. Sind z. B. OA und O'A zwei in A convergirende Strah- 
len der zwei gleichen und einstimmig liegenden Vielstrahlcn 
und 0', und nimmt man nun nach einer Seite hin < AO'B 
= <^AOB, so sind auch OB und O'B zwei homologe Strah- 
len, welche den Punkt B bestimmen. Bei dieser Voraus- 
setzung liegen aber die Punkte und 0' auf einer Kreislinie, 
welche durch die Punkte A und B geht. Weil aber die Kreis- 
linic schon durch drei Punkte bestimmt ist, so liegt auch der 
Punkt B uothwendig auf der Kreislinie, welche durch die 
drei Punkte A, und 0' gebt. Aus demselben Grund liegen 
die Convergenzpunkte aller andern homologen Strahlenpaare 
auf derselben Kreislinie. 

Diese conformen Vielstrahlen der Kreislinie befinden sich 
in projektivischcr Lage schon desswegen, weil die Conver- 
genzpunkte A, B, C in den homologen Strahlen nicht in ge- 
rader Richtung sich belinden. Auch sieht man , dass der Strahl 
00' des Vielstrahls mit dem Strahl O'E des Vielstrahls 0' 
homolog ist, welcher den Kreis in 0' berührt, eben weil diese 
zwei Strahlen in dem Punkt 0' der Kreislinie convergiren. 
Man kann dieses aber auch direkt sehen, indem der Strahl 00' 
mit dem Strahl OA einen Winkel AOO' macht, der eben so 
gross ist, als der Winkel AO'F, den die homologen Strahlen 
O'A und OF des gleichen Vielstrahls 0' mit einander machen, 
und von welchen der letztere den Kreis in berührt. 

Bei der vorausgehenden Auseinandersetzung wurden die 
Punkte A, B, C, in welchen die homologen Strahlen conver- 
giren, so genommen, dass sie alle in einem und demselben 
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durch 00' gebildeten Kreisabschnitt lagen; man wird leicht 
sehen, dass sieh diese Verhältnisse nicht ändern, wenn diese 
Punkte theilweise auch im andern Abschnitte liegen, und die 
voranstellenden Sätze haben daher eine unbeschränkte Gil- 
tigkeit. 

Die Conformität des Kreises erstreckt sich aber nicht hlos 
auf die iiibcschvicbeiieti Vielzahlen , sondern auch auf die Tan- 
genten. Bezeichnet man nämlich die Punkte, in welchen die 
zwei Tangenten der Punkte und 0' (Fig. 38) von den Tangenten 
der Punkte A, B, C etc. geschnitten werden; bezielilich mit 
«, «', /?, ß\ 7, y\ und zieht man nach diesen Punkten die 
Ccutralrichtungcii Ja, Jß, Jy, so wird man sogleich bemerken, 
dass J« -J- OA, Jß J- OB , Jy -J- OC , weil die Centralrich- 
timg senkrecht auf der Berührungssehne der Tangente steht. 

Es ist also auch Vielstrahl J, aßy = 0, ABC. 

Aus dem gleichen Grand ist J, a'ß'y' = 0', ABC, 
weil aber O, ABC » 0', ABC (§.66), 

so folgt VielstrahJ J, aßy = J, a'ß'y', 
also auch aßy A a'ß'y 1 (§. 30). 

Diese conformen Punktreihen aßy und a'ß'y' liegen pro- 
jektivisch, denn es ist der Strahl JQ, welcher an den Con- 
vergenzpunkt Q gezogen wird, dem Strahl 00' des Vielstrahls 
homolog, weil diese Strahlen auf einander senkrecht stehen, 
folglieh ist auch der Punkt Q der Tangente OQ dem Punkt 0' 
der Tangente O'Q homolog. Ebenso schlicsst man auch, dass 
der Punkt Q der Tangente O'Q dem Punkt der Tangente 
OQ homolog ist , und dass somit die zwei in Q vereinigten 
Punkte den Berührungspunkten und 0' der Tangenten ho- 
molog sind: so dass also aßyOQ 7\ a'ß'y'QQ'. 

Man kann auch eine Umkehrung hiervon bewerkstelligen. 
Sind nämlich Qß, Qß' und ßß' drei Gerade, welche einen 
Kreis J in den Punkten 0, 0' und B berühren, und sueht man 
zu QOj? und zu ■ 0' Q ß' ein weiteres Paar homologer Punkte 
y und y', so muss auch die Gerade yy' den Kreis berühren. 
Denn wenn diess nicht so wäre, so könnte man ja von yaus 
eine Tangente an den Kreis ziehen, welche die andere Tan- 
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gente in einem von y differenten Punkt ■/' schneiden würde. 
Da aber nun nach dem vorausgehenden Satz 

ßyOQ A ß'y"QO' 

und nach der Annahme ßyOQ 7\ ß'y'QO', 

so würde folgen, dass ß'y"Q,0' 7\ ß'y'QO', was mit §. 20, a 

im Widerspruch ist. Esmussalso auch yy' den Kreis berühren. 

Diese Eigenschaft des Kreises in Betreff seiner inbeschrie- 
benen Vielstrahlcn und seiner Tangenten, welche als eine un- 
mittelbare Folge der Gleichheit der in demselben Abschnitt 
liegenden Peripheriewinkel sich ergab, führt sogleich noch 
auf folgende weitere merkwürdige Eigenschaft der Kreislinie, 
die im Wesentlichen nur eine andere Fassung des Confonnitäts- 
gesetzes sind. 

Ist nämüeh das Vieleck ABCDEF in den Kreis beschrie- 
ben und zieht man von den Punkten A und B aus Diagona- 
len (Fig. 39) nach den übrigen Ecken, so wird man zwei glei- 
che Vielstrahlen A, CDEF und B, CDEF erhalten, welche in 
projektiviseher Lage conform sind, folglich müssen nach §.40 
die Convergenzp unkte «, ß 7 y der gegenüberstellenden Seiten 
in einer Richtung liegen. 

Ist ferner ABCDEF ein Sechsseit (Fig. 40), das um einen 
Kreis beschrieben ist, so werden Je vier Seiten desselben, weil 
sie Tangenten des Kreises sind , die zwei übrigen conform in 
projektiviseher Lage t heilen: das Sechseck hat also nach g. 37 
die Eigenschaft, dass die Verbindungslinien AD, BE, CF der 
gegenüberstellenden Ecken in einem Punkt convergiren. 

Ist ferner ABCD ein Viereck (Fig. 41), das in einen Kreis 
beschriebe» ist, und dessen Diagonalen AG und BD in dem 
Punkt convergiren, so sind, wenn man auch noch die Tan- 
gente MII durch B und die Tangente MG durch D zieht 
B, ADCM und I>, AMCB zwei eonforme Vielstrahlen, in wel- 
chen die auf der Scheitellinie zusammen fallenden Strahlen 
den Tangenten BM und DM homolog sind {§. 0(i). Es hat also 
dieses Viereck die Eigenschaft, dass die Convcrgcnzpunktc E 
und F seiner gegenüberstellenden Seiten mit dem Punkt M in 
■einer geraden Richtung liegen (§.41, cj. Zieht man auch noch 
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in den Punkten A und C die Tangenten JL und LH, so muss 
aus demselben Grund auch der Convergenzpunkt L mit den 
Punkten E und F in gerader Richtung liegen. Man kann aber 
auch die Punkte A und B als die Scheitel der zwei confor- 
men Vielstrahlen A, BCDJundB, JCDA betrachten und es 
folgt, dass der Convergenzpunkt J der Tangenten auf der 
Richtung Ol: liegt, und wenn man D und C zu Scheiteln der 
Vielstrahlen wählt, so folgt ebenso, dass der Convergenzpunkt 
G der Tangenten auf der Richtung OE liegt. Endlich findet 
man noch, dass die Punkte K, H, und F in einer Rich- 
tung liegen. 

Ist GHIK ein unibcschriehenes Viereck des Kreises, so 
werden je zwei Tangenten KG und IH durch die' anderen 
Tangenten conform getheilt, und die in ihrem Convergenz- 
punkt M vereinigten Punkte sind nicht unter sich, sondern 
beziehungsweise den Berührungspunkten T> und B homolog 
(§. 67). Das umbeschriebene Viereck GHIK hat also die Ei- 
genschaft, dass dessen Diagonalen Gl und HK in einem Punkt 
der Geraden DB convergiren, welche die Punkte D und B 
verbindet (§. 38, c). Aus gleichen Gründen müssen auch die Dia- 
gonalen Gl und HK in einem Punkt der Geraden AC con- 
vergiren ; es werden also überhaupt die Diagonalen der gegen- 
überstehenden Ecken des umbe seh rieb osicn Vierecks in einem 
Punkt mit den Verbindungslinien der Uertilirujigspunkte der 
gegenüberstehenden Ecken convergiren. 

B. Involution des Kreises. 

g. 69. Bringt man einen involutürisdien Yldstr.'ilil mit einem Kreise 
so in Verbindung, dnss der Scheitel desselben auf der Kreislinie liegt., 
so heisseu die Punkte der Kreislinie, in welchen sie von den Strahlen 
des involutorischen Vielattahle getroffen wird, in volutorische 
Punkte der Kreislinie. 

Solche involutoiiselie- Punkte der Kreislinie h.Vben die Eigenschaft, 
dass sie, mit irgend einem andern Punkt der Kreislinie ■verbunden. 
stets einen invüluü>rische.n Vielstttdil bilden : auch theiien die Tangenten 
der involutorischtm Punkte der Kreislinie jede andere Tangente der- 
selben Kreislinie in einer inveluturiseheu licihe um Punkten. 
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Die ganze Involution des Kreises ist durch zwei Paare homolo- 
ger Punkte vollkommen bestimmt, so dass zu jedem weitem Punkt der 
■ Kreislinie nur noch ein ein /.ig er homologer Punkt existirt, 

Es gibt zwei, beziehungsweise drei Arten der Krcisinvnlutioii: 

a) Die zwei Reihen der homologen Punkte stellen in einstimmiger 
Aufeinanderfolge', dann gibt <>:•. nirgends einen Punkt, in welchem zwei 
homologe Punkte der Involution zusammenfallen. 

b) Die zwei Reihen der iioreologen Punkte stehen in entgegenge- 
setzter Aufeinanderfolge', dann gibt es immer zwei Hauptpunkte, d. h, 
solche Punkte, in deren jedem ein Paar homologer Punkte vereinigt ist. 

c) In dem letzten Fall bilden die zwei Hauptpunkte mit einem 
Paar homologer Punkte vier harmonische Punkte der Kreislinie. Solehe 
harmonische Punkte der Kreislinie haben also die Eigenschaft, dass sie 
mit jedem Punkt der Kreislinie einen harmonischen Vieistiahl bilden, 
und dass deren Tangenten jede andere Kreistaugente in vier harmoni- 
schen Punkten schneiden. 

§. 70. Die involutorischen Punkte einer Kreislinie sind wirklich 
homologe Punkte zweier iavolutorisclior fiilliiieati.oussv^iemc, und ha- 
ben also die l'.igenschafl, ilass alle Verbindungslinien der homolegen 
Punkte in einem einzigen Punkt dem Centriim der Coll.ineation con- 
vergiren, und dass alle Paare von homologen Richtungen auf einer 
einzigen Geraden, der Axe der Collmcation, convergiren. 

Umgekehrt: jeds Kreislinie wird durch jeden Vielstrahl in invo- 
lutorischen Punkten durchschnitten. 

Das Involutiousccntnim des Kreises heisst auch Pol; die Involu- 
tionsaxe Polare; die Collineationsstral.lori heimsen Polstrahlen. ") 

Der Begriff der Involution führt noch eu folgenden Eigenschaften 
des Kreise : 

a) Pol und Polare trennen jedes Paar der homologen Punkte har- 
monisch; umgekehrt: wenn man auf den Polstrahlen zu dem Pol je die 
andern Punkte sucht, welche die homologen Punkte harmonisch tren- 
nen, so liegen sie alie auf einer Geraden, welche die Polare zu jenem 
Pol ist. 



*) Diese Benennungen erscheinen hier bloss als Abkürzungen, werden 
aber durch Eigenschaften des Kreises, weldn' später i.-u Abschnitt K abge- 
handelt werden, als nolh wendig gerechtfertigt. 
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b) Die Polare steht senkrecht auf dem centralen Polsnahl der 
Kreisinvelution. 

g. 71. 1q Betreff der verschiedenen Arten, weldie die Kreisinvolu- 
tion darbietet, lind et man folgendes: 

a) Haben die mvulutorisehen Punkte eine einstimmige Aufeinauder- 
folge, so liegt der Pol der Involution in der Flache, und die Polare 
ausserhalb der Hache des Kreises : und umgekehrt. 

b) Liegt der Pol der Involution im Mittelpunkt des Kreises , eo 
geht die Collineation in Uniformität über, die Polare ist eine Gerade 
des unendlichen Raumes; alle Durchmesser des Kreises halbireu sich 
gegenseitig. 

c) Haben die in volutovi sehen Punkte eine entgegengesetzte Aufein- 
amlciibiet:, so liegt der Pol der Involution ausserhalb der Kreisliche, 
und die Polare schneidet die Kreislinie in den zwei Hauptpunkten. 
Die Tangenten dieser IlauiUputikt^ sehen durch den Pol und sind also 
l'iilstruhlen. Umgekehrt: lie^t der Pol det Kreis involution ausserhalb 
des Kreise;, so schneidet die i'olarc die Kreislinie in ihren zwei Haupt- 
punkten, welche jedesmal existiren. Die Polare isl also die Hcnliiniiws- 
sehne der berührenden Polstrahlen. 

d) Liegt der Pol im unendlichen Kaum, so geht die Collineation 
wieder in Uniformität über, die Polare ist der auf den Polstrahlen 
senkrechte Durchmesser, welcher alle Seimen der parallelen Polslrahlen 
halbirt. 

e) Liegt der Pol auf der Kreislinie, so geht die Polare durch 
ihren Pol und berührt in demselben die Kreislinie. 

Bringt man einen involutorischen Vielstrahl mit einem 
Kreise in Verbindung, so entdeckt man weitere Eigenschaften, 
welche für die Kenntniss der Kreislinie, von grosser Bedeutung 
sind. Ist z. B. P der Scheitel eines solchen involutorischen 
Vielsinthls , Fig. 108 a, welcher auf dem Umfang des Kreises J 
liegt, und dessen Strahlen auf derselben Kreislinie die Punkte 
A , B , C und A', B', C bestimmen, welche den Strahlen 
selbst entsprechend bezeichnet sind, so heissen auch diese 
Punkte der Kreislinie involutorisch. Zu dieser Benennung 
gibt zunächst die Bemerkung Anlass, dass diese Punkte die 
l-jgeiiKchaft haben, mit jedem andern Punkt P' verbunden, 
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wieder einen involutorischen Vielstrahl zu erzeugen. Denn, 
■weil Vielstrahl P involutorisch ist, so ist 

P, ABCC'B'A' A P, A'B'C'CBA (§. 31) 
aber nach %. 66 ist 

P', ABCC'B'A' A P, ABCC'B'A' und 

P', A'B'C'CBA A P, A'B'C'CBA, 
folglich auch P', ABCC'B'A' A P, A'B'C'CBA. 
Es ist also auch der Vielstrahl P' involutorisch. Denkt man 
sieh nun durch die Punkte A, B, C, A', B', C Tangenten an 
den Kreis gezogen, so wird man vermöge §. 67 sogleich 
sehliesscn, dass auch die Schnittpunkte c, ß, y, «'. ß', /, wel- 
che sie auf der Tangente des Punktes P hervorbringen, sol- 
che Lage haben, dass ctßyy'ß'u' A a'ß'y'yctß, das heisst, dass 
diese Schnittpunkte die Tangenten des Punktes P, und ebenso 
auch jede andere Tangente desselben Kreises involutorisch 
theilen. 

Man wird sich auch sogleich überzeugen, dass die schon 
oft erwähnten Eigenschaften der Involution hier ihre Anwen- 
dung haben, dass nämlich wie die Involution des involutori- 
schen Vielstrahls durch zwei Paare von homologen Strahlen 
bestimmt ist, auch die involutorischen Punkte, welche er auf 
der Kreislinie bezeichnet, durch zwei Paare von homologen 
Punkten A, B und A', B' vollkommen bestimmt ist. so dass 
zu jedem weiteren Punkt C nur ein einziger zugehöriger ho- 
mologer Punkt existirt. Man wird ferner ebenso schliefen, 
dass, wie der iiivolutoiische Vielstralil zwei Fälle der einstim- 
migen und entgegengesetzten Aufeinanderfolge seiner Strahlen 
unterscheiden lässt, auch an den involutorischen Punkten der 
Kreislinie diese Unterscheidung sich offenbaren muss, dass fer- 
ner bei der einstimmigen Aufeinanderfolge wie im Vielstrahle 
keine Hauptstrahlcn, so auf der Kreisinvolution keine Haupt- 
punkte existiren ; dass aber bei der entgegengesetzten Auf- 
einanderfolge durch die zwei Hauptstralden des Vielstrahls 
auch auf der Kreislinie zwei Hauptpunkte der Kreisinvolution 
bezeichnet werden. Man wird endlich weiter schliessen, dass 
wie die zwei Hauptstrahlen mit einem jeden andern Paar ho- 
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mologer Strahlen einen harmonischen Vielstrahl erzeugen, auch 
die zwei Hauptpunkte der Kreislinie mit jedem andern Paar 
homologer Punkte vier harmonische Punkte bezeichnen, 
das heisst, dass solche harmonische Punkte die Eigenschaft 
haben, mit jedem Punkt der Kreisperipheric verbunden, einen 
harmonischen Vieistrahl zu bilden, und dass ihre Tangenten 
jede andere Tangente harmonisch theilen. 

Diese Eigenschaften der involutorischen Punkte der Kreis- 
linie wären so weit schon merkwürdig genug, um die Kreis- 
involution zu charakterisiren , allein diese Benennung kommt 
ihr noch in einem wesentlicheren Sinne zu. Hiervon soll jetzt 
die Rede sein. Sind nämlich die Punkte A, B, C, C, B', A' 
des Kreises J involutorisch , so bilden sie mit einem beliebi- 
gen andern Punkt P des Umfanges verbunden den involuto- 
rischen Vielstrahl P, ABCC'B'A'. Zieht man nun noch in A 
und A' die Tangenten A« und A'a, 
so ist Vielstrahl A, «BCC'B'A' A P, ABCC'B'A' j „ „„ 
und Vielstrahl A', «B'C'CBA A P, A'B'C'CBA( S ' ' 
weil aber der Vielstrahl P nach Voraussetzung involutorisch ist, 
so ist auch Vielstrahl P, ABCC'B'A' A P, A'B'C'CBA, 
folglich Vielstrahl A, «BCC'B'A' A A', «B'C'CBA. 

Nun sind aber auf der StlieUeHiiiie dieser Vielstrahlen A 
und A' zwei homologe Strahlen vereinigt, die Vielstrahlen sind 
also nicht nur coniorm, sondern sie befinden sich auch in per- 
spektivischer Lage (§. 33). Die Convergenzpunkte ß,y,ß\y' 
der homologen Strahlen liegen somit in einer Richtung MN. 

Mit dem gleichen Rechte wird man auch schliessen, wenn 
man zwei andere homologe Punkte B und B' mit den übrigen 
homologen Punkten der Involution verbindet, dass die homolo- 
gen Strahlen auf einer und derselben geraden Richtung lie- 
gen. Weil nun aber zwei Paare solcher Verbindungslinien 
wie AB und A'B', AB' und A'B mit denen der Vielstrahlen 
A und A' übereinstimmen, und weil durch die Convergenz- 
punkte ß und ß' jener zwei Paare die Lage einer Geraden 
vollkommen bestimmt ist , so wird man schliessen , dass die 
Convergenzpunkte der homologen Strahlen der Vielstrahlen 
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B und B' auf derselben Geraden MN convergiren, wie die- 
jenigen der Vielstrahlen A und A'; kurz alle Richtungen, 
welche zwei Paare homologer Punkte mit einander verbinden, 
convergiren auf einer und derselben Geraden MN. Diese Eigen- 
schaft wird sogleich den Gedanken erwecken, dass die invo- 
lutorischen Punkte der Kreislinie überhaupt homologe Punkte 
zweier involutorischen Colliiiüatiuiissysterrie seien, und dass 
die Gerade MN die Collineationsaxe derselben sein werde. 
Diese Vermuthung wird auch gerechtfertigt. Denn drei sol- 
cher Linienpaare AB und A'B', BC und B'C, AC und A'C, 
welche in den Punkten ß , / und <? der Geraden MN conver- 
giren, gehören nach §. 55 zweien collineären Dreiecken an, 
die sich in perspektivischer Lage befinden, so dass die Ver- 
bindungslinie AA', BB' und CO in einem Punkt 0, dem Col- 
lineationscentrum, convergiren. Dasselbe Gesetz ist für jedes 
weitere Paar homologer Punkte anwendbar, und der Convc-rgen/- 
punkt ist schon durch zwei Paare von homologen Punkten 
bestimmt; es müssen daher alle Verbindungslinien der homo- 
logen Paare in einem und demselben Punkt convergiren. 
Es sind also wirklich die involutorischen Punkte der Kreis- 
linie homologe Punkte zweier involutorischen Collineations- 
systeme für eine Axe MN und ein Centrum O. 

Man kann diesen Satz auch umkehren, weil die ganze 
Kreisinvolution schon durch zwei homologe Paare von Punk- 
ten gegeben ist, welche das Centrum und die Axe MN be- 
stimmen. So oft man also von einem Punkt aus gerade 
Richtungen durch den Kreis zieht, so bezeichnen sie involu- 
torische Punkte der Kreislinie, welche die Eigenschaft haben, 
dass die homologen Verbindungslinien (Sehnen), so wie auch 
die homologen Tangenten des Kreises auf einer und derselben 
Geraden MN convergiren. 

Der Kürze halber mag hier schon das Centrum und die 
Axe einer Kreisinvolution durch die Benennungen Pol und 
Polare ersetzt werden. Man wird jetzt sich erinnern, dass 
zwei homologe Punkte zweier involutorischen Systeme Centrum 
Und Axe harmonisch trennen, g. 48, b , und man wird daraus 
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abstrahiren, dass diess auch bei der Krcisinvolution geschehen 
nmss, und dass auch umgekehrt jedes Paar homologer Punkte 
durch ihren Pol und ihre Polare harmonisch getrennt werden, 
und dass auch die Polare durch diese Eigenschaft, die einer 
Umkehrung fähig ist , construirt werden kann , wenn man auf 
den Sehnen der Polstrahlen zu dem Pole je den vierten Punkt 
der harmonischen Theilung aufsucht. Unter den Polstrahlen 
ist derjenige besonders zu beachten, welcher durch den Mittel- 
punkt J des Kreises geht. Er bezeichnet zwei homologe Punkte 
(Fig. 42) , P und P', deren Tangenten auch homolog sind, und 
auf der Polare MN convergiren. Die Tangenten des Durch- 
messers PP' sind aber parallel zu einander; ihr Convergenz- 
punkt, durch welchen auch die Axe MN geht , liegt also im 
un en (1 liehen Raum. Die Polare MN ist also diesen Tangenten 
parallel und steht auch wie sie auf dem Centralstrahl JO 
senkrecht. Diese Bemerkung hat Interesse, wenn man zu einer 
gegebenen Polare MN ihren Pol finden soll. Denn nun 
weiss man, dass der auf MN senkrechte Durchmesser PP' 
durch den gesuchten Pol geht, und zwei homologe Punkte P, P' 
bezeichnet. Verbindet man also diese zwei Punkte mit einem 
Punkt d der Polare MN durch Gerade, bemerkt die Schnitt- 
punkte D und D' dieser Geraden mit der Kreislinie, so sind 
auch sie zwei homologe Punkte, und die Verbindungslinie DD' 
derselben convergirt mit PP' in dem gesuchten Pol 0. Soll 
zum Pol die Polare gefunden werden, so ist die Con- 
struetion noch einfacher, indem durch jedes Paar Polstrahlen 
je zwei Paare homologer Punkte A und A', B und B' be- 
stimmt, die Convergenzpunkte ? und y' der A 7 erbindungslinien 
dieser vier Punkte und die Polare MN sogleich gezeichnet 
werden können. 

Was aber in Betreff der besonderen Fälle der Kreisinvo- 
lution gesagt ist, ergibt sich so unmittelbar aus den Eigen- 
schaften des involutorischen Vielstrahls, §. 31, und aus der 
Eigenschaft der harmonischen Theilung, §.7, dass nicht nöthig 
ist, weiter davon zu sprechen. Nur was von den Hauptpunkten 
der Kreisinvolution gesagt ist, dass nämlich die Polare durch 
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dieselben gehe, und dass die Tangenten derselben durch den 
I'ol frohen, mag besonders erwähnt und hiebet daran erinnert 
werden, dass die Hauptpunkte der Involution nnch §.46 not- 
wendig Punkte der Collineationsaxe , also der Polare , sind, 
und dass, weil in jedem derselben zwei homologe Punkte zu-' 
sammenfallen , auch die Tangenten dieser homologen Punkte 
in einer Richtung zusammenfallen , aber eben desswegen nach 
§. 46, a zu den Collineationsstrahlen gehören, und also 
durch den Pol gehen. 

C. Der iiivolu torische Vielstralil. 

g. 72. Die Kreisinvolution gibt auch ihrerseits wieder ihre be- 
sonderen Aufschlösse über den iiiYolutorischcn Vielstrahl, sie zeigt: 

a) Wenn zwei Paare der homologen Strahlen eines involutorischen 
Vielstrahls senkioehl. sivifuinander stehen, so stehen auch alle andern 
Paare der humidogon Strahlen desselben Violstrahls senkrecht auf ein- 
ander. Umgekehrt ist jeder Vielstrahl, der aus Strahlen gebildet wird, 
die paiinvei.se senkrecht auf einander .stehen, iuvolutoriseh. In diesem 
besondern Fall mag der iuvolutorisehe Viclsmdil rechtwinklig heissen. 

b) In jedem in-volmorisohen Vielsirahl giht es immer ein Paar 
homologer Strahlen, welche senkrecht auf einander stehen, wenn der 
Vielstrahl aber nicht rechtwinklig ist, so giht es auch nur ein einziges 
Paar solcher senkrechter homologer Sdalilen; alle andern Paare stellen 
schief auf einander. Diese zwei .senkrecht auf einander .siebenden ho- 
mologen Strahlen sollen Normal strahlen heissen. 

c) Der involulorischo Vielstrahl einstimmiger Aufeinanderfolge hat 
zwar zwei Normal strahlen , aber keine ihiupi strahlen. Der involutori- 
sche Vielsirahl entgegengesetzter Aufeinanderfolge hat sowohl zwei 
Hauptstrahl cn, als auch zwei Normalstrahlen. Je zwei homologe Strah- 
len bilden mit den zwei Hauplstrahlen einen harmonischen Viersirahl. 

d) Die zwei Normal strahlen und die zwei Hauplstrahlen des letz- 
tern Falles bieten einen besamtem I'ail des harmonischen Vierstrahls 
dar, der dadurch ausgezeichnet ist, dass die Normalstrahlen die Win- 
kel halbiren, welche die Hauptstrahleu mit einander machen. 

Umgekehrt : so oft in einem harmonischen Vierstrahl zwei nicht 
auf einander folgende Strahlen Winkel bilden, welche von den zwei 
übrigen Strahlen halbirt werden, so stehen die letztern senkrecht auf- 
einander. 
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Fetner: So oft man die Nebenwinkel zweier Strahlen durch .zwei 
Gerade halbirt , so erhalt man den besoDtlcra Fall des hat monischeii 
Viersfrahls. 

Die Involution des Kreises ist geeignet, einige Aufschlüsse 
über den involutori sehen Vielstrahl zu geben, die werth sind, 
dass man etwas dabei verweile. Fällt nämlich der Pol der 
Kreisln volution (Fig. 109) mit dem Mittelpunkt des Kreises 
zusammen, so sind die Endpunkte A und A', B und B', C und 
C der KreJsdiirchmüsser homologe Tunkte, §.70; verbindet man 
nun diese Punkte mit irgend einem andern Punkt P des Kreis- 

muf.uiv**:, • ■ ■ ih.ili in in- ]i iiiv..|iit..n i)|. ii Yi.-I tidil >i t'.''i. 

in welchem je zwei homologe Strahlen PA und PA', PB und 
PB' etc. senkrecht auf einander stehen. Umgekehrt folgt auch, 
wenn man die Strahlen eines Vielstrahls paarweise senkrecht 
aufeinander zieht, dass ein Vielsliahl entsteht, der nothwendig 
involuiorisch ist, weil ein durch den Scheitel P dieses Viel- 
strahls gehender Kreis die senkrechten Strahlen stets in den 
Endpunkten eines Durchmessers schneidet, so dass also die 
Verbindungslinien AA', BB' etc. im .Mittelpunkt des Kreises 
convergiren. In diesem Fall zeigt aber der Umkchrungssatz, 
§. 70, dass der Vielstrahl involutoriscli ist. Und weil ein in- 
volutorischer Vielstrahl schon durch zwei Paare homologer 
Punkte bestimmt ist, so folgt noch weiter, dass, wenn zwei 
Paare eines involutorischen Vielstrahls senkrecht auf einander 
stellen, auch die Sirahlen jedes andern Paares senkrecht auf 
einander stehen werden. 

Liegt aber der Pol der Kreisinvolution nicht im Mittelpunkt 
J des Kreises, sondern in irgend einem andern Punkt der 
Kreisfläche, Fig. 110, so kann man nur einen einzigen Strahl 
OJ durch den Mittelpunkt des Kreises ziehen, und nur dieser 
Strahl bezeichnet zwei homologe) Punkte A und A', welche 
zu zwei senkrechten Strahlen PA und PA' des involutori- 
schen Vielstrahls P führen. Alle andern Polstrahlen bilden 
Sehnen im Kreis wie BB', CO, welche zu solchen homologen 
Strahlen fuhren, die schief auf einander stehen, indem ein 
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Pcriplieriewiukel BPB' stumpf oder spitz ist, je nachdem die 
Gerade BB' mit P auf der gleichen Seite des Mittelpunktes, 
oder auf der entgegengesetzten liegt. Umgebehrt sieht man 
auch, wenn man irgend einen involutorische] Vielstrahl P hat 
und eine Kreislinie durch dessen Scheitel zieht, dass im- 
mer eiu Paar homologer Strahlen PA und PA' senkrecht auf 
einander sein müssen, dass aber sonst keine andern homolo- 
gen Strahlen existiren, die senkrecht auf einander stehen, vor- 
ausgesetzt, dass der involutorische Vielstrahl nicht rechtwink- 
lig sei. 

Wenn ein invohitorischer Vielstrahl eine einstimmige Auf- 
einanderfolge meiner Strahlen wahrnehmen Jiisst. so uiuss diese 
Eigenschaft auch den homologen Punktreihen ABCA'B'C zu- 
kommen, welche er auf der Kreislinie bezeichnet, und wie ein 
solcher Vielstrahl keine Hauptstrahlcn hat, so können auch 
keine Hauptpunkte auf der Kreislinie vorkommen, da diese un- 
mittelbar durch jene bestimmt werden. Der Pol der Involu- 
tion liegt in diesem Fall in der Kreisfläche. Wenn aber der 
involutorische Vielstrahl eine entgegengesetzte Aufeinander- 
folge seiner homologen Strahlen bemerken lässt, so müssen 
auch die homologen PunktreJheu der KrejVinvoJution eine ent- 
gegengesetzte Aufeinanderfolge zeigen, Fig, 111. Und weil 
ein solcher Vielstrahl P stets zwei llauptstrablen PM und PN 
hat, so müssen dieselben zwei Punkte M und N auf der Kreis- 
linie bezeichnen, in welchen je ein Paar homologer Punkte 
vereinigt ist. Diese Punkte geben alsdann die Richtung MN 
der Involutionsaxe an, und die Tangenten dieser Punkte con- 
vergiren im Involutionscentrum (§. 71, c). Diese Haupt- 
stralüen PM und PN haben die Eigenschaft, mit jedem wei- 
tern Paar homologer Strahlen PB und PB' einen harmoni- 
schen Vierstrahl zu bilden, §. 31. 

Unter allen harmonischen Vierstrahlen ist derjenige ausge- 
zeichnet, welcher durch die zwei Normalstrahlen PA und PA' 
gebildet wird. Der Polstrahl AA', der zu diesen Normal- 
strahlen gehört, ist ein Durchmesser, welcher senkrecht auf der 
Involutionsaxe MN steht (§. 70, b), und welcher sowohl die 
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Sehne MN als auch ihre Bögen halbirt. Folglich ist AM = 
AN, A'M = A'N. Man schliesst hieraus, dass auch die Pc- 
ripheiiewinkel MPA' und NPA', welche die Hauptstrahlen und 
ISormalstrahlen mit einander machen, einander gleich sind. 
Die Normalstrahlen und Hauptstrahlen eines involutomchen 
Yielstrahls bilden daher immer einen solchen harmonischen Vier- 
strahl, in welchem zwei nicht aufeiiidcr folgende Strahlen senk- 
recht aufeinander stellen und zugleich die Winkel halbiren, 
welche die andern Strahlen mit einander machen. Man sieht 
leicht, wie dieser Säte auch umgekehrt werden kann. Zu 
denselben Resultaten fuhrt aber auch schon der harmonische 
Vierstrahl, welchen man dadurch erhalt, dass man seine Strah- 
len mit den Seiten und Diagonalen eines Parallelogramms pa- 
rallel zieht. Der besondere Fall, von dem im Vorausgehen- 
den die Rede ist, (ritt nämlich allemal ein, wenn das Parallelo- 
gramm die Gestalt eines Rhombus oder Rechtecks hat; es wird 
übrigens genügen, hierauf aufmerksam gemacht und auf die 
Figur 10 hingewiesen zu nahen, die hiezu gezeichnet worden ist. 



D. Rcciprocitiit des Kreises. 
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jedem einförmigen GnmdgobMe des einen Systems wieder ein einför- 
miges Grundgcbilde des andern Systems entspricht, und wenn diese sieh 
entsprechenden einförmigen Grundgebilde gleicher Art sind, so heissen 
die Systeme collineär. Wenn aber diese sich entsprechenden einför- 
migen Gebilde ungleicher Art sind, so dass jeder geraden Punkt- 
reihe des einen Systems ein Vielstrahl des andern Systems, und jedem 
Vielstrahl des ersten Systems eine gerade Punktreihe des andern Sy- 
stems entspricht, dann heissen die Systeme reeiprok. Auch findet bei 
den reeiproken Systemen immer noch die Uebereinstimumng statt, dass 
die homologen eiiiiurmijiun Gebilde, wenn schon ungleicher Art, doch 
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prok ist, das durch ihre Polare gebildet wird. Diess erhellt aus fol- 
genden Sätzen: 

a) Geht eine Gerade durch den Pol einer andern Geraden, so liegt 
auch auf ihr der Pol der letaleren. 

b) Liegen mehrere Pole in einer Richtung, so gehen ihre Polaren 
durch einen ein/hren Punkt, nämlich durch den Pol jener Richtung, 
und bilden somit einen Vielstrahl, welcher der Reihe jener Pole auf reci- 
proke Weise homolog ist. 

c) Convergiren mehrere Gerade in einem Punkt, su dass sie einen 
Vielstrahl bilden, so liegen ihre Pole in einer Richtung, und bilden 
eine scrade Reihe von Punkten, welche jenem Viclstiuh! auf [■edpiüko 
"Weise homolog ist. 

d) Ein Vielstrahl und eine Reihe von Punkten, welche in dem Sy- 
stem des Kreises in reeipve-ker Weise homolog sind, -sind auch immer 
CO n form. 

Der Begriff der Collineation ist durchaus nothwendig, so- 
bald man den Weg der neueren Geometrie eingeschlagen hat, 
welcher die Absicht hat, ebene Figuren durch das Mittel der 
Lage aufeinander zu beziehen; er erscheint als die notwen- 
dige Erweiterung des Begriffes der Conforinitat auf beliebige 
ebene Figuren, auf ebene Systeme. Der Umstand aber, dass 
das ebene System zwei ungleichartige einförmige Grundge- 
bilde, die Punktreihe und den Vielstralil einscliliesst, konnte 
dem umsichtigen Beobachter schon damals den Gedanken in's 
Bcwusstsem rufen, dass die ebenen Systeme auch auf eine 
solche Weise aufeinander bezogen werden können, dass die 
ungleichartigen Grundgelnlde sich entsprechen. Die Kreisinvo- 
lution führt übrigens von selbst zu einer solchen Beziehung, 
so dass der Begriff der Reciprocit'ät als eine nothwendigo Ter- 
minologie erscheint, um die Eigenschaften, des Kreises in an- 
gemessene Ausdrücke einzukleiden. Es ist daher nicht nö- 
thig, hier die Möglichkeit der Reciprodtüt nachzuweisen, da 
sie dem Leser sogleich in einer conkreten Gestalt entgegen 
tritt, aus der sie abstrahirt wird. 

Um die Beziehungen zwischen den Polen und Polaren 
eines Kreises zu erforschen, betrachte man einen Punkt in 
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oder ausserhalb eines Kreises (Fig. 43), so wird man seine 
Polare MN durch zwei Polstrahlen construiren , welche die 
homologen Punkte P und P', R und R' auf der Kreislinie 
bezeichnen, indem man die Convergenzpunkte M und N der 
homologen Verbindungslinie jener Punkte aufsucht. Es folgt 
aber aus g. 68 c, dass die Diagonale MN des Vierecks PRP'R' 
■ durch den Convergenzpunkt T der Tangenten der Punkte P 
und P' gehen muss. Nach g. 71, c ist aber der Punkt T der 
Pol der Geraden PP'. Es hat also jede durch den Pol 
gehende Gerade die Eigenschaft , dass ihr Pol wieder auf der 
Polare MN liegt. Diese Gegenseitigkeit ist von bedeutenden 
Coiisequeuzeii. Gouvergiren njimlich mehrere Geraden ASt, 
BS, CS etc. (Fig. 44) in einem Punkt 0, welcher die Gerade 
MN zur Polare hat, so müssen dem Vorausgehen den gemäss 
auch die Pole A', B', C dieser Geraden auf der P.olare MN 
liegen '(§. 74, a). 

Umgekehrt: sind die Punkte A', B', C einer geraden 
Richtung MN gegeben, und man construirt ihre Polaren A31, 
BS, GS, so muss jede derselben (nach g. 74, a) den Pol 
von der Richtung MN enthalten, und weil sie sonach den Punkt 
gemeinschaftlich haben, so müssen sie in demselben con- 
vergiren. Nun können aber alle Punkte der Ebene als Pole 
des Kreises betrachtet werden und setzen in dierer Eigenschaft 
ein ebenes System zusammen. Zu jedem solchen Tunkt gebort. 
aber eine Polare; die Polaren aller jener Pole setzen also 
ebenfalls ein ebenes System zusammen, das jenem so entspricht, 
dass jedem Punkt des ersten Systems eine Gerade des zwei- 
ten Systems homolog ist. Jeder Punktreihe A, B, des er- 
sten Systems entspricht ein Vielstrahl des zweiten, und daher 
auch jeder Richtung MN ein Punkt, und folglich auch jedem 
Vielstrahl des ersten Systems eine Punktreihe des zweiten. 
Kurz, das System der Pole, welches seinerseits auch Linien 
und Vielstrahlen einscliiiesst , entspricht dem System der Po- 
laren, welches aus Punkten und Linien besteht, so dass jedem 
Punkt des einen Systems eine Gerade des andern, jeder 
Punktreihe des einen ein Vielstrahl des andern, und jedem 
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Vielstnihl des einen eine Punktreihe des andern entspricht; 
kurz, diese zwei ebenen Systeme bieten Alles dar, was von 
zwei reciproken Systemen verlangt wird. 

Will man zu einem gegebenen Vielstrahl des einen Sy- 
stems die homologe Punktrahe des andern construiren, so kann 
man die Sache sehr abkürzen. Man darf nur vom Mittelpunkt 
J aus die Senkrechten JSl, ,JS, J6 auf die heiielTenden .Strah- 
len fällen, was mittelst eines über JO als Durchmesser be- 
schriebenen Kreises leicht geschiebt, dann werden diese Senk- 
rechten auf der Polare MK des Punktes die gesuchten Pole 
A', B', C sogleich bestimmen. Denn die Pole der Geraden 
A2I, B33 etc. liegen je auf den Centralrichtungen JSt, J© etc. 
(§. 70, b), und zugleich liegen sie auf der Polare MN (§. 74, c). 
Die Scliiiittpunktc A', B', C sind also die gesuchten Pole 
selbst. Man sieht leicht, wie man auf demselben Wege auch 
zu einer gegebenen Punktreihe des einen Systems] den ho- 
mologen Vielstrahl des andern System* coiislruiren kann. 
Zugleich zeigt aber diese Constniction auch, dass der ge- 
gebene Vielstrahl und der Vielstrahl J , welcher durch die 
Ceiiiiali'ic.iitiuigeii gebildet wurde, einander gleich sind, da ihre 
Strahlen senkrecht auf einander stehen. Gleiche VielstTahleit 
sind aber auch conform, und die Punktreihe A', B', C des 
einen Systems ist also auch dem A'ielstrahl 0, ABC des andern 
Systems conform. Man sieht hieraus, dass die homologen Ge- 
bilde der reciproken Systeme eines Kreises, obgleich sie 
nicht gleicher Art sind, doch an der Eigenschaft der Confor- 
m'ität Theil haben, wie diess auch bei den collineären Syste- 
men der Fall ist. 

E. Polarität des Kreises. 

g. 75. Wenn zwei rediiiokc '6s~ivuu: zucikkli involutoriseh liefen, 
und von ihnen als von (■iniiin System «irsprodieii wird, so hcis.it da^elbe 
du Polars ystem. Die recipnikcn Systeme des Kreises halten diese 
Eigenschaft und bilden also ein Polarsystem, und diess ist der Grund, 
warum InvoJulionscentrum und Involutionsaxt' im Kreis aueh Pol und 
Polare genannt wurden. 
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Wenn der eine von zwei Punkten eines ebenen Polarsystems in 
der Polare des andern, und also auch der andere in der Polare des 
ersteren liegt, so lieisscn sowohl die beiden Punkte, als auch die bei- 
den Geraden, deren jede durch deu Pol der andern geht, einander con - 
jugirt. Man wird also in Betreff der Kreis^o'.arkHi folgende Fälle zu 
unterscheiden haben. 

a) Jeder Punkt in der Ebene des Kreises ist allen Punkten, 
welche in seiner Polare liegen, und jede Gerade ist allen Geraden, 
welche durch ihren Pol gehen, conjugirt. 

b) Liegt ein Punkt auf der Kreislinie, so ist er sich selbst und 
allen Punkten seiner Tangente eonjugirt, und berührt eine Gerade die 
Kreislinie, so ist sie sich selbst und allen Geraden, welche durch ihren 
Berührungspunkt geben, conjugirt. 

c) Sind zwei Punkte einem und demselben Punkte conjugirt, so ist 
dieser der Pol der durch die beiden ersten Punkte bestimmten Geraden. 
Sind zwei Gerade einer und derselben Geraden conjugirt, so ist diese, 
die Polare des durch die beiden ersten Geraden bestimmten Punktes. 

d) In jedem in den Kreis beschriebenen vollständigen Viereck sind 
die Diagonalen einander paarweise conjugirt. In jedem Viertelt, das 
um einen Kreis beschrieben wird, sind die drei Convergen/p unkte der 
gegenüberstehenden Seiten einander paarweise conjugirt. In diesen Drei- 
ecken, sei es, dass sie durch die drei Diagonalen oder durch die Eck- 
punkte der Gegenseiten gebildet werden, ist jedes Eck der Pol der 
gegenüberstehenden Seite, und jede Sehe die Polare des gegeuüb erste- 
henden Eckpunktes; solche Dreiecke licissen Polardreiecke. 

§. 76. Einem besonderen Gesetze sind noch die conjugirten Ele- 
mente einer Richtung und eines Vielstralils unterworfen. 

a) Die Paare von conjugirten Punkten, welche in einer Richtung 
liegen, bilden eine iiivoiuiorisehis l'unktreihe. 

b) Die Paare von conjugirten Linien, welche durch eiaen Punkt 
gehen, bilden einen in volu torischen Viclstrahl. 

e) Liegt ein Punkt in der Kreisfläche, so bilden die durch ihn 
gehenden Paare ooejugiKer Linien einen involutorisclien Viclstrahl ein- 
stimmiger Aufeinanderfolge, der keine liaupl strahlen hat. Liegt eine Ge- 
rade ausserhalb der Kreisfläche, so bilden die auf ihr liegenden Paare 
conjugirter Punkte eine iuvolutorische Reihe einstimmiger Lage, welche 
keine Hauptpunkte hat. Zwei conjugirte Durchmesser stehen senkrecht 
aufeinander. 
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d) Liegt ein Punkt ausserhalb der Kreisfläche, so bilden die durch 
denselben gehenden Paare conjugirter Linien einen involutorisehen Viel- 
strahl entgegengesetzter Aufeinanderfolge, der zwei Hauptstrahlen hat, 
welche die Kreislinie berühren. Schneidet eine Gerade einen Kreis, so 
bilden die auf ihr liegenden Paarfi nmjuiyrtur Punkte eine involnto- 
rische Reihe entgcgenge.-ül/ii'r Ani'eiiiaiHk-rfoi:;!', die zwei Hauptpunkte 
hat, welche auf der Kreislinie liegen. 

Bei den reeiproken Systemen des Kreises ist noch ein 
Umstand von Wichtigkeit, der nicht zu übersehen ist- Sind 
nämlich Figur 44 die Punkte A', B', C des ersten Systems 
den Geraden A9I, BS, C@ des zweiten Systems homolog, 
welche in dem Pnnkt convergiren, so ist auch die Rich- 
tung MN jener Punkte des ersten Systems dem Convenrenz- 
punkt O jener Geraden des zweiten Systems homolog (§. 73). 
Es ist aber auch der Pol 0, sofern ein Punkt des ersten Sy- 
stems in ihm liegt, der Polare MN des zweiten Systems ho- 
molog {§. 74, bj. Sowohl eine Gerade des ersten Systems als 
auch eine Gerade des /weilen Systems entsprechen also, wenn 
sie in einer Richtung MN vereinigt sind, solchen homologen 
Punkten, welche ebenfalls wieder in einem einzigen Punkte 
vereinigt sind. Die zwei reeiproken Systeme des Kreises lie- 
gen also involutorisch , und setzen somit ein Polarsystem zu- 
sammen. Die Punkte nun, welche wie und A' eine solche 
Lage gegen einander haben, dass jeder auf der Polare des 
andern Punktes liegt (§. 74, a), so wie auch solche Geraden, 
von welchen jede wie die Geraden MN und A31 durch den 
Pol der andern geht, heissen einander conjugirt. Weil nun 
aber alle Punkte A', B', C' einer geraden Richtung MN sol- 
chen Gerade» homolog sind , welche durch den Pol ge- 
hen, und andererseits 'alle in eonvergirenden Geraden ihre 
Pole auf MN haben, so folgt, dass der Punkt allen Punkten 
A', B', C etc. seiner Polare conjugirt ist, und ebenso auch 
dass die Gerade MN allen Geraden A21, B® etc. conjugirt ist, 
welche durch ihren Pol gehen. Auch folgt ferner, wenn die 
Punkte A' und B' einem dritten Punkt conjugirt sind, dass 
die Richtung MN der ersteren, die Polare des Punktes ist, 
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und umgekehrt: wenn die Geraden A2E und B33 der dritten 
Geraden MN conjugirt sind, dass der Convergenzpunkt der 
zwei ersteren Geraden der Pol von MN ist. Es können auch 
drei Punkte und drei Gerade paarweise einander conjugirt 
sein. Ist z. B. AB('I) ein inbeschriebenes Viereck, Figur 41, 
dessen drei Paare, der gegenüberstellenden Seiten in den Punk- 
ten 0', E und F eonvergiren, so kann man F als Pol betrach- 
ten, und die Punkte A und B, D und C als homologe Punkte 
der Krcisinvol.uf.ioii, 1'olgllcli ist die Gerade OE die Polare des 
Punktes F (§. 70), Die Convergenzpunkte und E, welche 
auf der Polaren des Punktes F liegen, sind also dem Punkt F 
conjugirt. Ebenso zeigt man auch, dass der Punkt E den 
Punkten und F, und der Punkt den Punkten F und E 
conjugirt ist. Zugleich sieht mau hieraus, dass OE diePolare 
von F, OF die Polare von E, und EF die Polare von ist. 
Die drei Punkte bilden also ein Polardreieck OFE. Auf glei- 
che Weise findet man auch, dass die Diagonalen OF, OE 
und EF eines umgeschriebenen Vierecks GHIKLM einander 
paarweise conjugirt sind , und ein Polardreieck OEF bilden, 
dessen Seiten die Polaren der gegenüberstehenden Ecken bil- 
den. Man sieht, wie durch den Begriff der Polarität die Ei- 
genschaften des in- und umbeschriebenen Vierecks auf einen 
gemeinschaftlichen Ausdruck gebracht werden. 

Es ist noch zu untersuchen, welchem Gesetz die Punkte 
einer Geraden und die Strahlen eines Vielstrahls, welche paar- 
weise einander conjugirt sind, unterworfen sind. Es sei da- 
her der Pol der Geraden MN, Fig. 1 12, und auf MN nehme 
man die Punkte a, ß, y beliebig und construire ihre Polaren 
AS, BS, CS, welche die Gerade MN in den Punkten < ß* 
und •/' schneiden, so sind die Punkte a und a'. ß und ß 4 , y 
und / einander conjugirt (g. 75, a). Ebenso sind auch die 
Geraden Ok und 0«', Oß und Oß', Oy und 0/ einander zu- 
geordnet, und es ist auch a' der Pol von Oa, ß' der Pol von 
Oß, ■/ der Pol von Qy. Nach dem Gesetz der Reeiprocität 
(§. 74, d) ist aber die Punktreihe a'ß'y'aßy, welche durch die 
Pole der Strahlen des Vielstrahls 0, aßya'ß'y' gebildet wird, 
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diesem Vielstrahl conforra, es ist also die Punktreihe ußyu'ß'y', 
welche durch die Strahlen jenes Vielstrahls unmittelbar be- 
zeichnet wird, der Reihe a'ß'y'aßy, welche durch ihre Pole 
bezeichnet wird, conform, d. h. es ist die Reihe aßya'ß'y' und 
folglich auch der Vielstrahl 0, ußya'ß'y' involutoriscli. g. 21. 
Wenn man die Figuren 112, a und b betrachtet, so wird 
man sogleich die zwei Unterschiede bemerken , welche eintre- 
ten, je nachdem die Iteihen der einander zugeordneten Punkte 
den Kreis schneiden oder nicht, und je nachdem die Scheitel 
des Vielstrahls, dessen Strahlen paarweise einander zugeord- 
net sind, innerhalb oder ausserhalb der Kreisfläche liegen. 
Die Durchführung im Einzelnen kann dem Leser überlassen 
bleiben. 

F. Aehnlichkeit der Kreise. 

§. 77. Jede zwei Kreise einer Ebene sind ähnliche Curven in per- 
spektivischer Lage für zwei Aehnlichkcitspunktc, welche ihre Mittel- 
punkte im Verbal toiss ihrer Halbmesser harmonisch trennen , dabei ist 
noch ku bemerken: 

a) Dasa die Mittelpunkte der Kreise selbst homologe Punkte sind. 

h) Dasa zwei parallele Halbmesser stets auch zwei homologe Li- 
nien sind, und also auf den Kreislinien homologe Punkte be-ziichi-i :i. 
Sind zwei parallele Halbmesser nach der gleichen liicliiui^' ^e/upei!. 
so bezeichnen sie zwei Punkte der Kreislinien, welche für den äusseren 
Aehnlichkeitspunkt homolog sind. Sind zwei Halbmesser nach cin;r;ra- 
gesetzter Richtung gezogen, so bezeichnen sie zwei Punkte der Kreis- 
linien, die für den inneren Achr.liciiKHtHpiiukt [uimoliii: bind. 

c) Jeder Centralstrahl , und überhaupt jedes Paar homologer Seh- 
nen schneiden ähnliche Abschnitte von den Kreisen ab, d. h. solche 
Abschnitte, deren Sehnen sich verhallen, wie die Kreishalbmesser, und 
denen bezichlich gleiche Centri- und Peripherie winke! entsprechen. 

d) Berührt eiu Collineationsstralil einen der Kreise, so berührt er 
auch den andern und ist ihre gemeinschaftliche Tangente. 

e) Homologe Sehnen zweier Kreise schneiden sich in homologen 
Punkten, theilen sich proportional, und ihre homologen Abschnitte ver- 
halten sich wie die zwei Halbmesser der Kteisej und alle durch 
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solche homologe Punkte in der Kreisfläche gezogenen Parallelen sind 
wieder homologe Linien. 

f) Die Polaren des Aehnlichkcitspunktes sind homologe Linien der 
zwei gegebenen Kreise. 

§. 78. In Betreff der besondern Fülle ähnlicher Kreise ist über- 
dicss isocli zu bemerken: 

a) Wenn sieh zwei Kreise von aussen berühren, so ist ihr Berüh- 
rungspunkt zugleich ihr innerer Aehnlichkeitspunkt; und wenn sich 
zwei Kreise von innen berühren, ho ist ihr Berührungspunkt zugleich 
ihr äusserer Aehnlichkeitspunkt. 

b) Sind zwei Kreise concentrisch , so fallen beide Aelmlichkeits* 
punkte im Mittelpunkt des Kreises zusammen, 

c) Ist der Halbmesser eines der Kreise unendlich klein, und also 
dieser Kreis auf einen Punkt reducirt, so fallen mit ihm die beiden 
A ehnl i chkei ts p u n k t e zusammen. 

d) Ist der Halbmesser eines der zwei Kreise unendlich, gross, so 
dass ein endliches Stück seiner Kreislinie in Form einer Geraden er- 
scheint, so liegen die zwei Aehnlichkeitspunkte auf der Peripherie des 
endlichen Kreises, und zwar fallen sie in die Endpunkte desjenigen 
Durchmessers, welcher auf der Geraden senkrecht steht, die ein Stück 
der unendlich grossen Kreislinie darstellt. 

e) Sind zwei Kreise endlicher Dimension gleich irruss, so verwan- 
delt sich ihre Aehnlicbkeit in Uniform! tat. Ein Aehnlichkeitspunkt hal- 
bivt ihre Centraldistanz und der andere liegt in unendlicher Entfernung. 

§. 79. Sind drei Kreise in einer Ebene gegeben, so gehören zu jedem 
Paar dieser Kreise zwei Aehnlichkeitspunkte, welche wir gleich n.iiui;; 
heissen, zum Gegensatz der Aehnlichkeitspunkte verschiedener Kreis- 
paare, die NiiüiiJicluianii^ ;<eii;mui winden. Von diesen sechs Aehnlich- 
keitspunkten der drei Kreise, liegen je drei ungleichnamige in einer 
geraden Linie, welche somit ein gemeinschaftlicher Aehuliclikcitsstrahl 
der Kreise ist. Drei Kiei.sc haben dalier vier gemeinschaftliche Aehn- 
liclikeitsstiiLlileii ; einer derselben geht durch die drei äusseren Aehn- 
liclikcitspmiktc, diu drei übrigen verbinden je einen äusseren Aehnlich- 
keitspunkt. mit zwei andern ungleichnamigen innernAehnliehkeitspunkten. 

Jeder gemeinschaftliche Aehnlichkeitsstrahl von drei oder mehreren 
Kreisen ist eine homologe Linie dieser Kreise; wenn er also einen der 
Kreise schneidet, so sehneidet er auch die anderen zwei Kreise, und 
bildet in ihnen ähnliche Abschnitte; wenn er einen der drei Kreise be- 
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rührt, so berührt er auch die zwei anderen Kreise; wenn er einen der 
Kreis« nicht sehneidet, so schneidet er auch keinen der drei änderet) 
Kreise. 

Ueberhaupt hat jeder gemeinschaftliche Aehniidikej'isstrahl mehrerer 
Kreise eine solche Lage, dass die Halbmesser der Kreise und die Ent- 
fernungen ihrer Mittelpunkte von dem gemeinschaftlichen AehnJiehkrit-- 
strahl ein eonslantcs Verliiiltnias zu einander haben, 

§. 80. Von besonderen lallen dreier Kreise, die in einer Ebene 
gegeben sind, ist zu bemerken: 

a) "Wenn ein Kreis zwei andere Kreise berührt, so liegen die Be- 
ii)hni[];'>puriktc des ersten Kreises auf einein Aehnlichkeitsstrahl der 
letzteren Kreise, und zwar ist bei einer silrifli.iiti'.'eii lkiührung dieser 
Aeindiclikcit.-ttrjdil ein äusserer, und bei einer ungleich milden Berüh- 
rung ein innerer. 

b) Wenn ein Kreis zwei andere Kreise berührt, und man verbindet 
einen Punkt seiner Peripherie mit den Berührungspunkten, so schneiden 
die Verbindungslinien die zwei andern Kreise in homologen Punkten, 
die übereinstimmend mit der ungleichartigen oder gleichartigen Berüh- 
rung zu ihrem innerer) oder Süsseren Aehnlichkeitspunkt gehören. 

c) Wenn ein Kreis zwei andere Kreise berührt, und man verbindet 
zwei homologe Punkte der letzteren, die übereinstimmend mit der glcic-h- 
artiiten oder uiigleieliiii-ü^en Berührung /um ausseien oder inneren Aehn- 
lichkeitspunkt gehören, so schneiden sich die Verbindungslinien auf 
der Peripherie des Bcrühmngskceises. 

Sind zwei Kreise J und J' in einer Ebene gegeben, Fi- 
gur 46, und zieht mau von ihren Mittelpunkten aus parallele 
Halbmesser JA |f J'A', JB || J'B' etc. , so bilden dieselben zwei 
gleiche und desswegen auch coiiforme Vielstrahlen, welche ge- 
gen eine unendlich entfernte Axe perspektivisch liegen. Auf 
den homologen Strahlen dieser Vielstralilcn bezeichnen die 
zwei Kreislinien solche Punkte, welche proportionale Abschnitte 
begränzen, indem JA : J'A' = JB : J'B'. Man schliesst hier- 
aus, dass die zwei Kreislinien homologe Curven zweier ähn- 
lichen und perspektivisch liegenden Systeme, sind, deren Cen- 
trum durch die Verbindungslinien AA', BB', welche in dem- 
selben convergiren , bestimmt wird und dass der Modulus 
dieser Collineatiou dem Verhätttiiss der Kreishalbmesser JA : 
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J'A' gleich ist (§. 53). Es ist jedoch zu bemerken, dass man 
zu jedem Punkt A der einen Kreislinie zwei homologe Punkte 
A' und Sä' erhält, der eine wird durch den in gleicher Rich- 
tung gezogenen Halbmesser, der andere durch einen Halbmes- 
ser, der in entgegengesetzter Richtung gezogen ist, bestimmt. 
Wir erhalten also homologe Punkte der gleichartigen Lage 
(A und A') , und homologe Punkte der ungleichartigen Lage 
(A und 2(')- Der Aehnlichkeitsstrahl AA' der homologen Punkte 
der gleichartigen Lage durchschneidet die Centraldistanz JJ' 
in einem äussern Punkt 0, der Aehnlichkeitsstrahl A3t' der ho- 
mologen Punkte der ungleichartigen Lage durchschneidet die 
Centraldistanz unmittelbar in dem Aehnlichkeitspunkt 0'. Die 
Kreise sind also sowohl für den äusseren als für den inneren 
Aehnlichkeitspunkt homolog. Aus dieser Deduktion leuchtet 
von selbst ein, dass die Mittelpunkte J und J' als die Schei- 
tel der homologen Vielstrahlcn ebenfalls homologe Punkte sind. 
Und wenn man das Viereck ASISl'A' in's Auge fasst, so wird 
man bemerken , dass die Punkte J und J', welche auf den 
Seiten A31 und A'21' liegen, durch die Punkte und 0' har- 
monisch getrennt werden (§. 41, dj, und dass der Modulus der 
harmonischen Theilung JO : J'O = JA ; J'W dem Verhält- 
niss der Halbmesser gleich ist. 

Alle folgende Sätze 77, c, d, e, f sind nichts Anderes, 
als eine Wiederholung der Sätze 53 und 62, dass es nicht 
nöthig scheint, weiter darauf einzugehen. Man kann nur etwa 
das noch bemerken, dass Bogen ABooA'B', weil JA || J'A', 
JB || J'B', folglich < AJB = < A'J'B'. 

In dem besondern Fall, dass sich zwei Kreise von aus- 
sen berühren, Fig. 47, liegt der Berührungspunkt auf der 
Richtung der Centralen JJ' und hat eine solche Lage, dass er 
die Centraldistanz im Verhältnisa des Kreishalbmessers theilt, 
somit ist er ihr innerer Aehnlichkeitspunkt. Berühren sieh die 
Kreise von innen, Fig. 48, so liegt der Berührungspunkt auf 
der Verlängerung der Centraldistanz JJ', und zwar hat er eine 
solche Lage, dass die Abschnitte OJ und OJ' dem Verhält- 
niss der Kreishalbmcsser gleich sind, der Punkt ist also 
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ihr äusserer Aehnlichkeitspunkt. Der Aehnlichkeitspunkt 
zwischen einem Kreis J und einer Geraden MN, Figur 49, 
die als das endliehe Stück einer unendlich grossen Kreislinie 
betrachtet wird, kann ganz regelmässig dadurch construirt 
werden, dass man eine Gerade J'A' - 1 - MN zieht, um einen 
Halbmesser J'A' des unendlich grossen Kreises zu haben, und 
nun im endlichen Kreis den Durchmesser StA parallel J'A' 
zieht. Weil aber parallele Halbmesser zweier Kreise homo- 
loge Punkte bezeichnen, so sind die Punkte A und A', % und 
A' homologe Punkte der gleichartigen und ungleichartigen 
Lage. Die Punkte A und 21 sind aber die Aehnlichkeits- 
punkte selbst, weil sie bereits auf dem Centralstrahl liegen, 
und weil die Verbindungslinien AA' und 2tA', die Centrale 
eben nur in diesen Punkten A und 2£ selbst schneiden; und 
zwar ist A der äussere und ät der innere Aehnlichkeitspunkt, 
so fern man voraussetzt, dass der Mittelpunkt des unendlich 
grossen Kreises mit dem Punkte J auf einerlei Seite der 
Geraden MN liege, da bei dieser Voraussetzung die Halb- 
messer JA und J'A' nach der gleichen Richtung gehen, wäh- 
rend JA und J'A' entgegengesetzte Richtung haben. Es ist 
jedoch nicht zu übersehen, dass eben die hier ausgesprochene 
Vo3'aussefzung eine Willkürlichkeit enthalt, und dass man auch 
annehmen kann, dass der Mittelpunkt des unendlich grossen 
Kreisses auf der entgegengesetzten Richtung liege. Bei der 
letzten Annahme stellt sieh aber der Punkt A als innerer und 
der Punkt 31 als äusserer Aehnlichkeitspunkt heraus- Es bleibt 
dem gemäs-fi über die nähere Bezeichnung des Aehnlichkeits- 
punktes eine Zweideutigkeit übrig, die in der Natur der 
Sache liegt und nicht hinwegzuräumen ist. 

Dass die zwei Aehnlichkeitsp unkte zwischen einem Punkt 
in einem endlichen Kreis mit dem Punkt zusammenfallen, 
fällt in die Augen. Sind zwei Kreise conrentrisch, so fallen 
je zwei parallele Halbmesser aufeinander, die Achnlirlikeits- 
strahlen eonvergiren alle im gemeinschaftliche!] Mittelpunkt der 
concentrischen Kreise, dort ist also auch ihr Aehnlichkeits- 
punkt, und zwar sowohl ihr äusserer als ihr innerer. Sind 
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endlich zwei Kreise gleich gross, so ist das Vei'liältniss ihrer 
Collineation gleich Eins, folglich liegt ihr innerer Aehnlich- 
keitsptinkt in der Mitte der Centraldistanz , und ihr äusserer 
Aehiilichkeitspunkt in unendlicher Entfernung (§. 3). 

Sind drei Kreise A, B, C gegeben, Fig. 50, und sind a 
und o', ß und j?', y und y' ihre Aelmlichkeitspunktc , so sind 
die drei Kreise für eine und dieselbe unendlich entfernte Col- 
liueationsaxe paarweise homolog; folglich müssen je drei un- 
gleichnamige Aehnlichkeitsp unkte in einer geraden Linie lie- 
gen {§.49, b). Ist nun ußy ein gemeinschaftlicher Aehnlich- 
kcitsstiahl der drei Kreise A, B und C, so fallen auf demselben 
je zwei homologe Linien eines jeden Kreispaares zusammen 
(§. 45, c). Derselbe schliesst also für je zwei Kreise ein Paar 
homologer Linien in sich. Schneidet er also einen Kreis, so 
muss er auch die andern Kreise schneiden und in allen drei 
Kreisen ähnliche Abschnitte bilden, wenn er einen Kreis 
berührt, so muss er die andern Kreise auch berühren (§. 77, 
d, e, f etc.). Zieht man nun aber von den Mittelpunkten 
Senkrechte An, Bfc, Cc auf einen gemeinschaftlichen Aehnlich- 
keitsstrahl, so sind sie unter einander parallel und als solche 
ebenfalls homologe Gerade der Kreise (§. 77, b), welche den 
Aehnlichkeitsstrahl in homologen Punkten n, b, c schneiden 
werden (§. 42, e). Zwei homologe Linien zwischen homologen 
Punkten sind aber proportional, und ihr Verhältniss zu ein- 
ander ist dem Verhältniss der Kreishalbmesser gleich. Sind 
daher AR, BR', CR" die Halbmesser der Kreise, so verhält sich 

Art t Bb = Alt : BR' 

Art : Cc = AR : CR", 
also Aa : AR = Bb : BR' = Cc : CR". 

Berührt einer der drei Kreise, etwa der Kreis C, die zwei 
anderen Kreise A und B von aussen (Fig. 51), so sind die 
Berührungspunkte a' und ß' innere A ehnlidd- ei t.sp unkte (g. 78, a), 
welche mit dem äussern Aehnlichkeitspunkt y der Kreise A 
und B in einer geraden Linie liegen (§. 79); mithin ist a' ß' 
ein äusserer Aehnlichkeitsstrahl der Kreise A und B. Das 
gleiche Resultat findet man, wenn der Kreis C die Kreise A 
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und B von innen berührt, wenn aber der Kreis C den einen 
Kreis A von aussen und den andern B von innen berührt, 
so ist ß' ein innerer und « ein äusserer Achnlichkeitspunkt, 
folglich wird der andere Aehnlichkeitspunkt y\ der mit ß' 
und k in gerader Linie liegt, nothwendig ein innerer Aehn- 
JkrLk'oirfspunkt der Kreise A und B sein; die Berührungspunkte 
der ungleichartigen Berührung liegen dalier auf einem Aehn- 
liehkeitetrahl der Kreise A und B, der zum Innern Aehnlich- 
keitspunkt gehört. 

Verbindet man nun einen beliebigen Punkt D" des Be- 
riilii'ungskreises C mit den Berührungspunkten a' und ß', so 
schneiden die Verbindungslinien D"«' und D" ß' die Kreise 
A und B nothwendig in solchen Punkten D und D', die ge- 
gen den Punkt D" homolog liegen (§. 78, a) , denn diese Ver- 
bindungslinien sind, weil sie durch die Aehnlichkeitspunkte «' 
und ß' gehen, Aehnlielikt'Ussti'.'ihlen zwischen den Kreisen C 
und A, G und B. Ist aber sonach D" homolog D', so ist 
auch BD' || CD", 

und ist D" homolog D, so ist auch AD || CD", 
daraus folgt, dass auch AD ]| BD'. 

Mithin sind aucli die Punkte D und D' der Kreise A und 
B homolog, und die Verbindungslinie DD' wird durch den 
Achnlichkeitspunkt y derselben gehen. Man wird auch leicht 
sehen, dass DD' durch den äussern Achnlichkeitspunkt geht, 
wenn der Kreis C die Kreise A und B gleichartig, d, h. beide 
von aussen oder auch beide von innen berührt, dass aber DD' 
durch den innern Aehnlichkeitspunkt der Kreise A und B geht, 
wenn der Kreis C die Kreise A und B ungleichartig berührt. 

Diesen letzten Satz kann man auch umkehren. Verbin- 
det man zwei homologe Punkte D und D' mit den Berüh- 
rungspunkten « und «' eines dritten Berührungskreises C , so 
müssen die Verbindungslinien ß'D' und ß'D die Kreislinie (' 
wieder in homologen Punkten schneiden, welche nothwendig in 
einem Punkt D" aufeinder fallen; denn weil D" und D' ho- 
mologe Punkte sind, so ist CD" || BD'; und weil D"' homolog 
D ist, so ist auch AD [| CD'". Nun sind aber nach der Vor- 
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aussetzung D und D' homologe Punkte der Kreise A und B, 
also ist auch AD || BD'; es folgt also, dass auch CD" II CD"', 
was nur möglich ist, wenn D" und D'" aufeinander fallen. 
Homologe Punkte des äussern Aehnlichkeitsstrahls verbunden 
mit den Berührungspunkten eines gleichartig berührenden Krei- 
ses, convergiren also auch in einem Punkt der Peripherie des 
Beriihrungskreises. 

G. Potciizialität der Kreise. 

g. 81. Zwei Krci = t) einer llLene sind sowohl für ihren inneren, 
als auch für ihren äusseren Aehnlichkeitspunkt als Ccnlrum nicht nur 
ähnlich, d. h. fflr eine Axe des unendlichen Raumes collineär, sondern 
sie sind auch für eine Axe des endlichen Raumes eollioeür. Diese 
Collineitlion hri^.t l'nten/ialmil, und die Cnlline.iliotii'axi) heisst Po- 
(eu^linir. 

Die Potenzial! tat ist durch folgende Merkmale ausgezeichnet: 

a) Je zwei Punkte eine' Aehnliclikeitsslrahlcs , deren 1 1 ni1mn-=iH-i , 'j- 
nicht {i.i r stll el sind und die man iüverse Punkte nennen kann, sind ho- 
molog. Die Tangenten zweier inversen Punkte, welche als homologe 
Linien in einem Punkt der Potcn/ltnie tiinvergiren, sind antiparallel, 
d. h. sie machen mit dem Aehnlichkcitsstiahl ihrer ijerüliruiü'spunkte 
gleiche aber einander zugekehrte Winkel, und bilden daher ein gleieh- 
.-elieiikeliges Dreieck mit demselben. Auch zwei homologe Sekanten 
sind antiparallel d. h. sie machen mit den Aclmlichkeitsstrahlen ihrer 
Schnittpunkte gleiche aber versetzte Winkel. 

b) Die Potenzlinie ist mit den Polaren des Aehnlichkcitspunktes 
parallel und sieht daher, wie sie, auf dem centralen Aehnlkhkcitsstrrdd 
senkrecht; sie liegt in der Mitte /wischen diesen Polaren, und ist daher 
die senkrechte lialliirmi^-liiiie des Stücks des centralen Aehulichkeils- 
Strahls der zwei Kreise, welches zwischen den Polaren liegt. 

c) Die Polaren des Aehnlichkeitspunktes selbst sind zwei homo- 
loge Gerade der Püleuzi.iiitiit der zwei Kreise. 

§. 82. Die zwei Potenzlinien zweier gegebenen Kreise, -von wel- 
chen die eine zum innern und die andere zum äusseren Aehnlichkeits- 
punkt gehört, fallen in ihrer ganzen Ausdehnung auf einander. Zwei 
Kreise haben also nur eine Potenzlinie, ob sie gleich zwei Aehnlich- 
keitspunkte haben. Und" diese Potcuziinic hat daher noch folgende 
Eigenschaften : 
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a) Die vier Tangenten, die man von einem Punkt der Potenzlinie 
nach den zwei Kreisen ziehen kann, sind einander gleich, und die Ver- 
hiiHliiiiL'iliiiien ihrer Berührungspunkte, welche nicht einem Kreis ange- 
hören, sind Strahlen des inneren und äusseren Aehnlielikcils[ianktc*, 
Wenn man also von einem Punkt der Potenzlinie aus einen Kreis be- 
schreibt, welcher den einen der Kreise rechtwinklig schneidet, so schnei- 
det er auch den andern Kreis rechtwinklig. Die Potenzlinie ist daher 
der geometrische Ort des Mittelpunkts der rechtwinkligen Schnittkreise 
der gegebenen zwei Kreise. 

b) Zieht man von irgend einem Punkte der Potenzlinie zwei be- 
liebige Sekanten nach den zwei «unebenen Kreisen, so sind die Pro- 
dukte der zwei Abschnitte, welche zwischen der Potenzlinie und den 
Sehn iU punkten der Kreislinie lieaen, auf der Sekante des einen Kreises 
so gross, als auf der Sekante des andern Kreises. Die Produkte dieser 
Abschnitte heiss! man auch Potenzen, so dass man auch sagen kann. 
die Potenzen eines Punktes der Potenzlinie sind, für beide Kreise glei.cli. 
Umgekehrt: wenn die Potenzen eines Punktes in BetrclT zweier Kreise 
einander gleich sind, so ist er ein Punkt ihrer Potenzlinie. Die Po- 
tenzlinie vereinigt daher alle Punkte der gleichen Potenzen zweier 
Kreise. 

c) Die Entfernung der zwei Polaren der zwei Aeliuiiclikeii*punk(e 
ist in dem einen Kreis so gross als in dem andern. 

g. 83. Von besonderen Fällen, welche die Lage der Potenzlinie 
darbietet, sind zu. bemerken: 

a) Wenn sich zwei Kreise schneiden, so ist die liichl.ung ihrer ge- 
lueinsclnd'Nielicn Sehne ihre i'oten/.linie, und wenn sieh zwei Kreise 
berühren, so ist die Tangente ihren lieniliriuigspunkies ihre Potcjizliiih'. 

b) Zwischen einem Punkt und einem Kreis ist die Gerade, welche 
den Abstand de« Punktes von seiner Polare im Kreise halhiit, die Po- 
tenzlinie. Liegt ein Punkt auf der Peripherie eines Kreises, so ist die 
Tangente dieses Punktes auch die Potenzlinie zwischen ihm und dem 
Kreis. 



c) Die Potenzlinie zwischen z 
birungslinie des Absfandes dieser ; 

d) Die Potenzlinie zwischen e. 
auch die Potenzlinic zwischen ein 
mit der Geraden zusammen. 

e) Die Potenzlinie zwischen z 



.-ei Punkten ist die senkrechte Tlal- 
wei Punkte. 

ier Geraden und einem Kreis, sowie 
;m Punkt und einer Geraden, fällt 

ra Geraden ist die Halbirunsslinie 
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des Winkels, den sie mit einander machen. Weil aber zwei Ccr.ide 
zwei verschiedene Winkel mit einander machen , so liefern sie auch 
zwei verschiedene Potenzlinien. 

§. 84. Sind drei Kreise in einer Ebene gegeben, so convergiren 
ihre drei Potenzlinien in einem Punkt, welcher der gemeinscinif Midie 
Potenzpunkt der drei Kreise heisst. 

a) Wenn sich daher drei Kivi-i 1 ^e^enseitj«; schneiden, .so conver- 
giren ihre drei «reme.inschiii'ttichcii Keimen in einem Punkt. 

b) Wenn ein Kreis zwei andere Kreise Lrinihrl, so liegt der Con- 
verne;jz[iunkf der l'nngenleii ihrer Berüliniii^-uutikte auf der Potenz- 
linie der zwei Kreise, die sieh nicht berühren; wenn sich drei Kreise 
^ejzen-i.'iiL' berühren, so eunvergiren die drei Tungenlei] ihre l.H'n'iliniji^- 
puukte in einem Punkt. 

c) Die drei senkrechten Halljiruiiplinleii der drei Seiten eines 
Dreiecks convergiren in einem Punkt, dem Potenzpunkt der drei Ecken. 

d) Die drei Halbirungsljnien der Umfani;swiukcl eines Dreiecks 
convergiren in einem Punkt, dem Potenzpunkt der Seiten des Dreiecks. 

Bringt man die Aelmlichkeit zweier Kreise in Verbindung 
mit der involutorischen Collineation, so entdeckt tnuii sogleich, 
dass zwei Kreise einer Ebene nicht nur ähnlich, sondern auch 
noch in einem andern Sinne perspektivisch collineär sind. 
Ist nämlich der Aehr)ljehkeiis]iinikt, etwa der äussere, zweier 
gegebenen Kreise J und J', Fig. 52, und zieht man durch 
denselben beliebige Strahlen, welche den einen Kreis in den 
Punkten A und St, B und SB, C und S und den andern Kreis 
in den Punkten A' und S£', B' und 33', C und <£'. durchschnei- 
den, so sind wegen der Aehnlichkeit der Kreise die Punkte 
A, B, C, St, 33, S des Kreises J den Punkten A', B', C, St', 
2b', G' des Kreises J', für das Centrum O und eine Axe im 
unendlichen Raum homolog. Es sind aber auch wegen der in- 
volutorischen Collineation der Kreise die Punkte A, B, C, St, 
2b, S, des Kreises J den Punkten St, 33, ©, A, B, C dessel- 
ben Kreises für denselben Punkt als Centrum und der Po- 
lare qc als Axe collineär (g. 70). Hieraus folgt, dass auch die 
Punkte A', B', C, St', ©', S' des Kreises J' den Punkten St, 39, C, 
A, B, C des Kreises J für dasselbe Centrum 0, aber für eine 
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andere Axe uy coHhieär sind {§. 49, aj. Und zwar erfährt man 
durch denselben Satz (§. 49), welcher diese Coilineation be- 
gründet, dass die Polare ae des Aclmlichkeitspunktes im 
Kreis J die Potenzlinie ay der zwei Kreise J und J' und die 

unendlich entfernte Axe der Aelinlichkeit derselben zwei Kreise 
in einem Punkt convergiren. Weil aber somit die zwei ersten 
Linien in einem Punkt einer Geraden convergiren die im un- 
endlichen Raum liegt, so convergiren sie überhaupt erst im 
Unendlichen und sind daher parallel. Die Potenzlinie zweier 
Kreise, welche der Polare ihres Aehnlichkeiispimktes parallel 
geht, steht also wie diese auf dem centralen Aelmlichkeits- 
strahl senkrecht. , 

Betrachtet mau aber diese Coilineation noch naher, so 
entdeckt man noch manche beaclitcnswerthe Eigenschaften. Es 
sind auf jedem Ac-hnlichkeitehald gerade diejenigen zwei 
Punkte A und W, A' und 3( homolog, welche nicht auf paral- 
lelen Halbmessern liegen und die daher invers liegend Iieissen 
können. Ute Tangenten dieser inversen Punkte convergiren 
auf Punkten « und «' der Potenzlinie {§. 62, d und 46, b). Weil 
aber A und A' die homologen Punkte der Aelinlichkeit sind, 
so ist AV || Aa; aus demselben Grund ist auch 31«' || 31'« 
(§. 53, b). Aus diesem Parallelismus folgt aber , dass 
A A'Sta' cry A AM'a <jn A ASlo. 

Nun ist aber A A3la gleichschenklig, es sind also auch 
die Dreiecke A'2l«' und A%'u gleichschenklig, die homologen 
Tangenten der Potenzialität A« und 2(V, oder auch AV und 
31«', machen also mit dem Aehnlichkcitsstrahl ihrer Berüh- 
rungspunkte gleiche, einander zugekehrte Winkel, oder sie 
sind antiparallel. Während also die homologen Tangenten der 
Aelinlichkeit parallel sind, so sind die homologen Tangenten 
der Potenzialität auriparallel.. Aber nicht nur die Tangenten, 
sondern auch die homologen Sekanten verhalten sich auf diese 
Weise. Zieht man z. B. durch die Punkte A und B eine 
Gerade, so 'wird sie der Geraden %'$$'. welche die homologen 
Punkte verbindet, homolog sein und mit ihr auf einem Punkt 
d der Potenzlinie convergiren. Da aber die Tunkte 3t und SS', 
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SS und 35' homologe Punkte der Aehnüchkeit sind, so ist 3( S 
|| Ä'S3', folglich ist < 33 = < 23' 

Als Peripheriewinkel in gleichen Bögen ist aber auch 

< A = <33, 

folglich ist auch < A = < 93'. Ebenso findet sich 

< B = < 2t'. 

Es machen also auch die homologen Sekanten AB und 
2C33' der Potenzialität mit den Aehiilichkeits-tnilüon A31' und 
B23' gleiche Winkel, doch haben die gleichen Winkel eine ver- 
setzte Lage, durch welche kein Parallelismus, sondern ein 
AutiparallelisJuius begründet wird. 

Diese Eigenthümlichkeit der homologen Geraden der Po- 
tenzialitiit, eröffnet auch sogleich einen Aufschluss über die 
Lage der Potenzlinie selbst. Die Tangenten der vier Punkte 
A, A', St, %' (Fig. 52), sind nämlich dem Vorausgehen den 
gemäss paarweise parallel und bilden daher ein Parallelo- 
gramm aact'a.', dessen Diagonalen sich in einem Punkt qhal- 
biren. Die Punkte a und «' sind aber Punkte der Potenz- 
linie, die Diagonale aa' des Parallelogramms fallt also in die 
Richtung dieser Linie. Die Punkte a und a' sind homo- 
loge Punkte der Aehnüchkeit der Kreise J und J', denn es 
ist a der Convergeiizputikt. der Tangenten der Punkte A und 
31, und a' äst der Convergen/pimkt. der hoiuologen Tangenten 
der Punkte A' und 31', folglich sind o und a' selbst homologe 
Punkte der Aehnüchkeit {§.42, e). Die Punkte « und a' liegen 
also auf einem Aehnüchkeit sstnili.1 On (§.4C,a); und weil oo' in 
q von der Potenzlinie halbirt wird, so sieht man überhaupt, dass 
das Stück des Aelmlielikeitsstruhlä, welches zwischen den zwei 
Polaren des Aehnlichkeitspunktes liegt, von der Potenzlinie 
halbirt werden muss. Geht daher der Aehnüchkeitsstrahl BS 
durch den Mittelpunkt der Kreise, so steht er senkrecht auf 
den Polaren und der Potenzlinie, und die Potenzlinie halbirt 
das Stück 6 b', welches zwischen den Polaren liegt, 

Nachdem nun die Lage der Potenzlinie für ein Centrum 
bekannt ist , so fragt es sich , wie die Potenzlinie des an- 
dern Aehnlichkeitspunktes 0' beschaffen sei. Im Allgemeinen 
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ist klar und kann sogleich auf ganz gleichem Wege eingese- 
hen werden, dass die Potenzlinie des zweiten Aelmlichkeits- 
punktes in allen ihren Eigenschaften mit der des ersten Aehn- 
liclikeitspunktes übereinstimmen muss. Allein es zeigt sich 
bei einer Verglciehung noch mehr, nämlich, dass die zwei 
Potenzlinien der zwei Aehntichkeitspunkte gar nicht von ein- 
ander verschieden sind, sondern aufeinander fallen. Ist näm- 
lich der äussere Aehnlichkeitspunkt der Kreise J und J' 
(Fig. 53), und sind A und A' zwei homologe Punkte ihrer 

EVtHimllUI. ;■<. ..illl'T- ij|i I 1I1..I.I.1. .II. | l'uuktr in 

einem Punkt « der Potenzlinie, und bilden mit dem Achn- 
lichkcitsstrahl der Berührungspunkte da* gleichschenklige Drei- 
eck rAA'. Zieht man nun aueh noch die Tangenten «B und 
aß' an die zwei Kreise und verbindet die Punkte A' und B 
durch eine Gerade, welche die zwei Kreise in den Punkten C 
und C zum zweitenmal schneidet, so weiss man, dass «A = 
crA' wegen der (Jleichschenkligkeit des Dreiecks «AA', und 
rA = «B, nach einem bekannten Satz der Kreislehre, folg- 
lich eck' = «B. Es folgt hieraus, dass auch das Dreieck rä'B 
gleichschenklig ist, und dass die Tangenten «A' und oB ge- 
gen die Sekante A'B antiparallel liegen. 

Nun ist < «BJ und also auch < «BA' + -<JBC = E 
folglich auch < « A'B + < J'A'B = < «BA' + JBC, 
und weil das Dreieck etA'B gleichschenklig und 

< cA'B = < aBA', auch < J'A'B = < JBC, 
folglich auch < J'A'B = < JCB, also JC [1 J'A'. 

Die Punkte C und A' sind also homologe Punkte des in- 
neren AehuliehkeUspunkts (§. 77. b), A'C ist ein innerer Aehn- 
iichkeitsstniiil, welcher die Centrale in dem innern Aehiilich- 
keitspunkt 0' schneidet; die Punkte A' und B sind als in- 
verse Punkte desselben zwei homologe Punkte der Potenzia- 
lität für den inneren Aehnlichkeitsstrahl , und die Tangenten 
der Punkte A' und B convergiren in einem Punkt et der Po- 
tenzlinie dieser Potenzialität. Man sieht hieraus, dass jeder 
Punkt et der Potenzlinie des äusseren Aehnlichkeitspuuktüi 
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zugleich auch ein Punkt der Potenzlinie des inneren Aehn- 

liehkeitspunktes ist, und dass somit zwei Kreise für ihre 
zwei Aehnlichkeitspunkte doch nur eine einzige Potenzlinie 
haben. 

Diese Betrachtung zeigt nun aber in Vevdindung mit 
§. 62, dass, wenn man von einem Punkt a der Potenzlinie 
zweier Kreise Tangenten an die Kreise zieht, dieselben paar- 
weise homolog sind , da irn Punkt a der Axc sich zwei ho- 
mologe Punkte decken, und die Tangenten homolog sind, 
welche man von homologen Punkten an collineäre Curvcn 
zieht, und dass die Verbindungslinien der Berührungspunkte, 
welche nicht zu demselben Kreis gehören, Strahlen des äus- 
sern und Innern Achnlichkeitspunktes und 0' sind, dass 
endlich diese Tangenten mit diesen Strahlen gleichschenklige, 
Dreiecke bilden, und daher alle vier einander gleich sind. 
Wenn man also aus einem beliebigen Punkte et der Potenzlinie 
zweier Kreise einen dritten Kreis zieht, der durch einen der 
Berührungspunkte A geht, so gellt er auch durch die drei 
übrigen B, B' und A', und schneidet die zwei gegebenen 
Kreise zugleich senkrecht. Weil aber alle Punkte der Potenz- 
linie diese Eigenschaft haben, so kann man auch sagen, die 
Potenzlinie sei der geometrische Ort des Mittelpunkts der Kreise, 
welche die gegebenen Kreise rechtwinklig schneiden. 

Man kann diese letztere Eigenschaft noch von einem etwas 
allgemeineren Standpunkte aus auffassen, und statt der Tan- 
genten homologe Sekanten, cB und kB' {Figur 54) ziehen. 
Dieselben machen mit den Aehiiiichkeitsstrahlen OA und OB 
gleiche, aber versetzte Winkel, so dass < cAA' = <C «B'B, 
< aA'A = < aBB J , folglich ist A <*AA' oo A aBB', also 
c*A : «A' = aB' : «B und ßA . cB = eA' . aW. 

Die Potenzen (Produkte) des Punktes et in Betreff der zwei 
Kreise .T und J' sind also einander gleich, und weil dieselben 
Schlüsse sich für alle Punkte der Potenzlinie anwenden las- 
sen, so folgt, dass die Potenzlinie alle Punkte der gleichen 
Potenzen mit einander verbindet. Dieser Satz begreift den 
vorausgehenden als einen besondern Fall in sich, sofern auf 
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der Tangente die Potenz in ein Quadrat übergeht. Man kann 
diesen Satz auch umkehren und zeigen, dass ein Punkt auf 
der Potenzlinie liegt, sobald seine Potenzen für beide Kreise 
einander gleich sind. Die Durchführung kann dem Leser über- 
lassen werden. 

Weil die Potenzlinie zweier Kreise nur eine einzige ist, 
und in der Mitte zwischen den Polaren eines Aehnlichkeits- 
punktes liegt, so folgt noch für die Lage der zwei Polaren der 
zwei Aehnlichkeitspunkte in den Kreisen, dass die zwei Po- 
laren in dem einen Kreis so weit von einander abstehen , als 
in dem andern. 

Nachdem nun die allgemeinen Eigenschaften der Potcnz- 
linie ermittelt sind, so bleibt noch übrig, die wichtigsten be- 
sondern Fälle in's Auge zu fassen. Am leichtesten ist die 
Lage der Potenzlinie zweier Schnittkreise zu bestimmen, denn 
für solche Kreise folgt aus g. G4, b, dass die gemeinschiniliirtie 
Sehne derselben, mit der Richtung ihrer Potenzlinie zusam- 
men fällt. Weil die Schnittkreise aber in Beriihrungskreise 
übergehen', sobald ihre Schnittpunkte unendlich nah aneinan- 
der rücken, so zeigt sich, dass die Potenzlinie zwischen zwei 
Berührungskreisen die Tangente ihres Berührungspunktes ist. 

Andere beachtenswerte Fälle ergeben sich dadurch, dass 
die zwei Kreise selbst, deren Potenzlinie gesucht ist, extreme 
Dimensionen annehmen. 

Ist nun ein Kreis und ein Punkt gegeben, so weiss man, 
dass die zwei Aehnlichkeitspunkte mit diesem Punkte zusam- 
menfallen (§. 78, c), und die Polare der Aehnlichknitspunkte 
in diesem auf einen Punkt reducirten Kreis verwandelt sich 
in eine Gerade, welche durch diesen Punkt geht und auf der 
Centralen senkrecht steht. Die zwei Polaren im andern end- 
lichen Kreis fallen auch aufeinander. Die Potenzlinie, welche 
in der Mitte zwischen den zwei Polaren eines Aehnliclikeits- 
punktes liegt, ist in diesem Fall also die senkrechte Halbi- 
rungslinie des Abschnittes der Centralen, der zwischen dem 
Punkt und seiner Polaren im endlichen Kreis liegt, 

Ist einer der zwei Kreise in Form einer Geraden gegeben, 
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so bezeichnet der Durchmesser des endlichen Kreises, welcher 

auf der Geraden senkrecht steht, die zwei Aehnlichkeitspunkte 
(§. 78, d). Zieht man nun durch einen dieser Aehnlichkeits- 
punkte (Fig. 55) einen Aehnliehkeitsstrahl, welcher die end- 
liche und unendliche Kreislinie in den Punkten A und A' 
schneidet, so convergiren die Tangenten dieser Punkte in 
einem Punkt « der Potenzlinie. Weil aber die Tangente des 
Punktes A im unendlich grossen Kreis mit der Geraden zu- 
sammenfällt, welche einen endlichen Bogen desselben vorstellt, 
so wird der Punkt a auf der gegebenen Geraden selbst lie- 
gen. Die Potenzlinie fällt also in dem in Rede stehenden 
Fall mit der Geraden zusammen, welche den unendlich gros- 
sen Kreis vorstellt. Die Lage der Potenzliuie hangt also in 
dem besprochenen Fall nicht von der Grösse des endlichen 
Kreises ab, und wird daher auch noch dieselbe sein, wenn 
der endliche Kreis auf einen Punkt reduzirt ist. 

Sind zwei Gerade gegeben, welche sich in einem Punkt 
schneiden, so zeigt der unter §. 83, a betrachtete Fall die Lage 
der Potenzlinie an. Die zwei Geraden sind nämlich als die 
endlichen Bogen zweier unendlich grossen, aber desswegen 
aueb einander gleichen Schnittlireise zu betrachten, Nun fin- 
det man aber leicht, dass die Richtung der gemeinschaftlichen 
Sehne zweier gleichen Schnittkreise die zwei Kreislinien 
unter gleichen Winkel u schneidet; mau wird also auch im vorlie- 
genden Fall, wo die zwei Kreise durch die Unendlichkeit ein- 
ander gleich sind, scldiessen, dass die Potenzlinie, welche durch 
ihren Schnittpunkt geht, gleiche Winkel mit den zwei gege- 
benen Geraden macht, d. h. ihren Winkel balbh't. 

Sind drei beliebige Kreise A, B und C (Fig. 56) in einer 
Ebene gegeben, und bezeichnet man die Potenzlinic zwischen 
A und B mit (5 , die Potenzlinie zwischen A und C mit 3J, 
die Potenzlinie zwischen B und C mit % , und schneiden sich 
die zwei Potenzlinien 33 und 2 in einem Punkt P, so sind 
sowohl die Potenzen des Punktes P in den Kreisen A undC, als 
auch die Potenzen des Punktes P in den Kreisen A und B 
einander gleich {%. 82, b). Es ist also der Punkt P auch ein 
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Potenzpunkt zwischen den Kreisen B und G und liegt folg- 
lich auf der Potenzlinie 21 dieser Kreise. Es convcrgiren also 
die drei Potenzlinien in einem einzigen Punkt P. Bringt 
man diese Eigenschaft mit dem unmittelbar Vorausgehen- 
den in Verbindung, so ergeben sich die unter §. 83 ange- 
führten Fülle so unmittelbar , dass es hinreichend sein wird. 
sie angedeutet zu haben. 

II. Kreisbcrührungcn. 

%. 85. Die Collineation der Kreise gilit eine vollkommene Einsicht 
in die Kreisberührung. Es sind hierbei buupbiiclilieb folgende Eigen- 
schaften, der Berührungskreise zu merken: 

a) Die Potenzlinie zweier Kreise und die Polaren, welche einem 
ihrer Aehnlkhkeil-puukie cm-prec.iici], sind homoleue Linien der ähn- 
lichen Systeme, welche durch einen dieser Kreise und einen fernem- 
echaf (liehen Berührungskreis derselben bestimmt werden. 

b) Wenn zwei gegebene Kreise von mehreren anderen Kreisen auf 
dieselbe Art berührt werden, so ist die Potenziale der zwei gegebenen 
Kreise zugleich der grinniiisckdUiehe Aelmlichkeitssiralil der Berüh- 
rungsk reise. 

c) Zu drei gegebenen Kreisen existircn acht gemeinschaftliche Be- 
rührungskreise. Dieselben lassen sieh in vier Paare abiheilen, von wel- 
chen die Kreise jedes Paares eine Berührung gleicher Art vollziehen. 
Eines dieser Paare hat mit allen drei gegebenen Kreisen eine :_-lp.ii:h 
artige Berührung; jedes andere Paar hat mit einem Paar der Kreise 
eine gleichartige und mit den übrigen Kreisfrei! eine ni^hir.fuinkre 
Berührung. Zu jedem Paar xus^niinenLri.'iif'iri.eei' i;r>ri"ihriiti'.;-kridse jrcKHi't 
einer der vier Aehnlichkeitsstrahlen der drei cepeueneii Kreise, nämlich 
derjenige, welcher durch den äussern Aehnlichkeitspunkt der zwei 
Kreise geht, welche eine gleichartige Berührung erfahren, und durch die 
zwei innere» Aehnlichkeitsp unkte der Kreise, welche ungleichartig be- 
rührt werden. 

d) Zwei zusammengehörige Bertthrungs kreise sind perspektivisch 
collineär, der ungehörige gemeinschaftliche Aehnliclikeifsswabl ist ihre 
Potenzlinie, der gemeinschaftliche l'oienzpunkt der drei Kreise ist das 
Centrum ihrer Collineation, die C r dl ineati uns strahlen, welche durch 
ihre Berührungspunkte gehen, gehen zugleich auch durch die Pole, 
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melclie dem zugehörigen, gemeinschaftlichen Aehnlidikeitsstrahl in den 
drei gegebenen Kreisen entsprechen. 

e) Couslruirt man noch den pciiuuusdi.'iiilii'.hen rechtwinkligen Schnitt- 
fcieia, so bezeichnet er in den gegebenen drei Kreisen solche Sehnen, 
welche mit den Tangenten der Berührungspunkte zweier zusammengehö- 
rigen Berührung» kreise in denselben Punkten des zugehörigen gemein- 
schaftliehen Aehnlichkeitsstrahls eenvergiren. 

Berührt ein Kreis i zwei gegebene Kreise J und J' (Fi- 
gur 57) in den Punkten A und 31', so ist A21' ein Aehnlich- 
keitsstrahl der Kreise J und J' und gebt durch einen Aehn- 
licbkeitspunkt derselben (ij. 80, a). Die Tangenten der Punkte 
A und 21 convergireu in einem Punkte a der Polare des Punk- 
tes im Kreis J, die Tangenten der Punkte A' und St' con- 
vergiren in einem Punkte a* der Polare des Punktes O im 
Kreise J', die Tangenten der Punkte A und 91', so wie die der 
Punkte 21 und A' convergiren in den Punkten « und a' der 
Potenzlinie der Kreise J uud J' (%. 81, a). Es sind aber auch 
der Kreis J und der BerUhrungskreis i für den Punkt A als 
Centrum ähnlich (§. 78, a). In diesen ühidichen Systemen 
sind die Punkte 2t und 21', also auch die Tangenten 21 o 
und Wa und die Punkte et und a, in welchen der in A be- 
rührende Aehnlichkeitsstrahl von den Tangenten geschnitten 
wird, und also endlich auch die Polare ab und die Potenz- 
linie a«', als Parallele der homologen Punkte ü und « ho- 
molog. Aus demselben Grund sind auch <xa' und a'6' homologe 
Linien der für den Aehnlichkeitspunkt 21' ähnlichen Kreise 
J' und i. 

Sind zwei Kreise J und J' mit der Potenzlinie c/¥, Figur 
58, gegeben, welche von zwei Kreisen i und i' berührt wer- 
den, die zum Aehnlichkeitspunkt gehören, und ist a'b' die 
Polare des Punktes O im Kreis J', so ist nach dem Voraus- 
gehenden jeder der Beriihruiigsk reise i und i' dem Kreis J' 
ähnlich und befindet sieh mit demselben in perspektivischer 
Lage, es sind also auch die Beriihrungskreise selbst ähnlich 
und befinden sich in perspektivischer Lage; und namentlich 
ist die Gerade aß des Systems i homolog der Geraden a'b' 
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des Systemes J', und auch die Gerade aß des Systemes i' ho- 
molog der Geraden ab des Systemes 3', folglich ist auch 
die Gerade aß des Systemes i homolog der Geraden aß des 
Systemes i', d. h. es decken sich in der Richtung aß zwei 
homologe Gerade der Systeme i und i'. Es folgt hieraus, 
dass aß ein Aehnlichkeitsstrahl der Systeme i und i' ist, da 
ausser den Aehnlichkeitsstrahlen nur noch die Axe, welche im 
unendlichen Räume liegt, die Eigenschaft hat, zwei homologe 
Richtungen zu vereinigen. Die Collmeationsaxe zweier Kreise 
ist also ein gemeinschaftlicher Aclmlichkeii strahl aller Berüh- 
j'ungskreise. 

Eu zwei gegebenen Kreisen gibt es unendlich viele Be- 
rührungskreise, und zwar sowohl solche, welche eine gleich- 
artige Berührung vollziehen und deren Berührungssehnen 
durch den äussern Aehnlichkeitspunkt der gegebenen Kreise 
gehen, als auch solche, welche eine ungleichartige Berührung 
vollziehen, und deren Berührungssehnen durch den innern 
Aehnlichkeitspunkt gehen (§. 80, a). Sind drei Kreise gege- 
ben, so wird die Zahl der gemeinschaftlichen Beriihrungs- 
kreise beschränkt. Da die drei gegebenen Kreise A, B, C auf 
dreierlei Arten gepaart werden können A, B; A, C; B, C, 
und jeder Berührungskreis jedes Paar entweder gleichartig 
oder ungleichartig berühren muss, so gibt es offenbar vier 
Gattungen von Berührmigskreisen. Eine Gattung wird A, B 
gleichartig, A, C und B, C ungleichartig; eine andere wird 
A, C gleichartig , A, B und B, C ungleichartig ; wieder eine 
andere wird B, C gleichartig, A, C und A, B ungleichartig; 
eine letzte Gattung wird alle drei Paare gleichartig berühren. 
Jede dieser Gattungen schlicsst nur ein Paar von Berührmigs- 
kreisen in sich, weil die gleichartige Berührung entweder eine 
Berührung von aussen oder eine Berührung Yon innen sein 
kann; die ganze Zahl der Berührungskreise beläuft sich also 
auf acht. Mit den vier Paaren von Berührungskreisen stehen 
die vier gemeinschaftlichen Aehnlichkcitsstralilen in genauem 
Zusammenhang, weil die Berührungssehne jeder gleichartigen 
Berührung im äussern Aehnlichkeitspunkt, die Berührungs- 
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sehne der ungleichartigen Berührung im ininern Aehnlichkeits- 
punkt der berührten Kreise coiivergirt. Nach den Aehnlich- 

keitspunkten , in welchen die Berühruhgssehnen zusammen- 
laufen , gehört also zu jedem gemeinschaftlichen Berührungs- 
kreis derjenige gemeinschaftliche AehnlichkcitsstralU , welcher 
durch den äussern Aehnlichkeitspunkt der gleichartig berühr- 
ten und durch die innern Aehnlichkeitspunkte der ungleich 
berührten Kreispaare geht. Man wird leicht sehen, dass jedes 
zu einer Gattung gehörende Paar der acht Berührungskreise 
zu einem und demselben Aehnlichkeitsstrahl der berührten 
Kreise gehört. Sind nun J und J' zwei zusammengehörige 
Berührungskreise der Kreise A, B, C(Fig. 56), so dass die Berüh- 
rungssehnen iu den Punkten a, (t und y des zugehörigen ge- 
meinschaftlichen Aehnlichkeitsstrahls convergiren, so erscheinen 
auch umgekehrt die Kreise A, B und C als drei Berührungs- 
kreise der Kreise J und J', es ist also, der gemeinschaftliche 
Aehnlichkeitsstrahl aßy zugleich auch die Potenzlinie der 
zwei Kreise J und J' (§. 85, b). Das Centrum P dieser Po- 
fei)zi;i].U;it und der Aehnlichkeit wird durch die Berührungs- 
sehnen tt, t't' und t"t" bestimmt. Die Endtangenten dieser 
Berührungssehnen convergiren also in den Punkten a', ß', y* 
der Potenzlinie aßy. Sind nun A', B' und C die Pole, wel- 
che der Geraden aßy in den Kreisen A, B, C entsprechen, 
so müssen auch die Berühningssehnen tt, t't' und t"t" als 
die Polaren der Punkte c', /5', / beziehungsweise durch diese 
Pole gehen (g. 74, b.) 

Um aber das Centrum P der perspektivischen Kreise J 
und J' noch näher kennen zu lernen, bemerke man, dass der 
Kreis J auch mit dem Kreis A für den Berührungspunkt t 
als Aehnlichkeitspunkt perspektivisch liegt (§. 78, a); unddass 
die Potenzlinie 35 zwischen den Kreisen A und C und die 
Polare bb des Aehnlichkeitspunktes ß homologe Linien der 
Kreise J und A sind (§. 85, a), und dass aus demselben Grunde 
auch die Potenzlinie (5 und die Polare cc homologe Linien 
derselben Kreise J und A sind. Daraus folgt nach §.42, e, 
dass auch die. Punkte P und A' homologe Punkte der ähnli- 
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linie PA' durch den Aehnlichkeitspunkt t derselben geht. 
Es sind aber nach Obigem die drei Punkte t, A' und t in einer 
Richtung. Es geht also die Berührungssehne tt durch den 
Potenzpunkt P. Dasselbe gilt auch von allen anderen Berüh- 
rungssehnen. Es convergiren also die Berührungssehnen tt, t't', 
t"t" in dem Potenzpunkt P der drei gegebenen Kreise. Das 
Centrum P der zwei zusammen gehörigen Berührungskreise 
fällt aiso mit dem gemeinschaftlichen Potenzpunkt der drei 
gegebenen Kreise zusammen, und die Punkte J, P und J' 
liegen in einer auf aßy senkrechten Richtung (§. 81, b). 

Zieht man endlich aus dem Punkt P noch den gemein- 
schaftlichen rechtwinkligen Schnittkreis , welcher die gegebe- 
nen Kreise in den Punkten M, N; M', N'; M", N" schneidet, 
so sind die Geraden PM und PN Tangenten, welche den 
Kreis A in den Punkten M und N berühren (§. 82, a). Es 
ist also MN die Polare, welche dem Punkt P im Kreis A ent- 
spricht (§.71, c), folglich sind MN und tt conjugirte Sehnen 
des Kreises A, und MN geht durch den Pol a' der Sehne tt 
(§. 74, a), und convergirt also mit den Tangenten der Punkte 
t und t in demselben Punkt a' des zugehörigen Achnlich- 
keitsstrahles aßy. Dasselbe findet bei den Sehnen M'N', M"N" 
Statt. 
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Entwicklung der Kegelschnitte. 

A. Begriffliche Entwicklung dee Kegelschnitte. 

§. 86. Jede Linie, welche einem Kreis collineär ist, hat selbst 
die Gestalt einer Curvc zweiter Ordnung, und heisst Kegelschnitt. 

Da alle Kreislinien auch unter einander collineür sind , so ist jeder 
Kegelschnitt jedem Kreis collineär, und alle Kegelschnitte sind auch 
unter einander collineär. 

Unter den Kreisen, welche in der Ebene eines Kegelschnitts lie- 
gen, gibt es immer auch solche, welche mit demselben [nTspekiiviäeh 
liegen. Ein solcher Fall mag nun zunächst in diesem Flui-.li behandelt 
werden, weil er die einfachste Conatruclion der Kegelschnitte und ge- 
rade dasjenige darbietet, waa zu den bekanntesten Eigenschaften der 
Kegelschnitte gerechnet wird. 

§. 87. Der geometrische Ort des Mittelpunkts eines Kreises, wel- 
cher zwei andere gegebene Kreise gleichartig berührt, so wie auch 
einea Kreises, welcher die zwei gegebenen Kreise ungleichartig berührt, 
ist ein Kegelschnitt, welcher mit jedem seiner Kreise collineär und mit 
ihnen in perspektivischer Lage ist. Die zwei gegebenen Kreise heissen 
Leitkreise, ihre Mittelpunkte Brennpunkte, der Beruh rungskreia 
heisst der Etzcugungskreis des Kegelschnitts. 

Der Mittelpunkt eines Leitkreises ist zugleich auch das Collinea- 
tionacentrum für diesen Leitkreis in dem Kegelschnitt. Die Petenzlinie 
der zwei Leitkieise ist die Collineationsaie zwischen dem Kegelschnitt 
und seinem Leitkreise. Diese Colliueationsaxe steht also auf dem cen- 
tralen Aehnlichkeitsstrahl der zwei Leitkreise senkrecht. 
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Die Leilkrcise des Kegelschnitts können auch durch Punkte oder 
durch gerade Linien ersetzt werden, indem einer oder beide derselben 
auf einen Punkt reduclit sind oder indem ein endlicher Bogen derarilben 
ju Form einer geraden Linie erscheint, wenn sein Halbmesser unend- 
lich gross ist. "Wenn diese extremen Formen der Leilkrcise. unterschie- 
den werden, so ergeben sich folgende Elemente fttr die Entwicklung 
der Kegelschnitte aus Leitkreisen: 

a) zwei endliche Kreise, 

h) ein endlicher Kreis nnd ein Punkt, 

c) ein endlicher Kreis und eine Gerade, 

d) eine Gerade und ein Punkt, 

e) zwei Punkte, 

f) zwei Geraden. 

Wenn ein Leitkreis in Form eines Punktes erscheint, so verwan- 
delt sich das Berühren des Erzeugungskreises in ein Gehen durch den 
Punkt. 

§. 88. Mehrere Linien und Punkte des Kegelschnitts haben nach 
ihrer Beziehung zu den Brennpunkten besondere Namen erhalten: 

a) Diejenige Sehne des Kegelschnitts , welche durch die zwei 
Brennpunkte desselben geht, heisst Axe. Die zwei Endpunkte 
der Axe heissen Scheitel. Die Abschnitte der Axe zwischen dem 
Brennpunkt und dein bcnaclitiarlen Scheitel heissen Brennweiten. Das 
Verhältnis* der ICnlfemiing der zwei Brennpunkte zur Axe heisst Ex- 
centricität. Der Punkt der Axe, welcher in der Mitte zwischen 
den zwei Brennpunkten liegt, heisst Mittelpunkt. 

h) Jede Sehne eines Kegelschnitts, welche durch einen Brenn- 
punkt geht, heisst Parameter. Der Parameter, welcher senk- 
recht auf der Axe steht, heisst Ilaup tparameter ; jeder andere Pa- 
rameter, der schief zur Axe steht, heisst Nebenparamet er. Das- 
jenige Stück eines Parameters, das zwischen dem Brennpunkt und der 
Kegel Schnittlinie liegt, heisst Brennstrahl. Redet man von den Brenn- 
strahlen eines Punktes der Kegelschnittlinie, so versteht man darunter 
die zwei Strecken, die zwischen demselben und den zwei Brennpunk- 
ten liegen. 

c) Jede Sehne, welche durch den Mittelpunkt des Kegelschnitts 
geht, heisst Dnrchmesser. Derjenige Durchmesser, welcher auf der 
Axe senkrecht steht, heisst die zweite Axe. 

d) Im Uebrigen heisst jede Gerade, welche mit dem Kegelschnitt 
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nur einen Punkt gemeinschaftlich hat, Tangente, und die Gerade, 
welche in dem Berührungspunkt auf der Tangente senkrecht steht, Nor- 
male. Zieht nian zugleich vom Berührungspunkt aus eine Senkrechte 
auf die Axe, so Iieisst das Stück der Axe, welches zwischen der Senk- 
rechten und der Tangente liegt, Subtangen te, und dasjenige Stück, 
welches zwischen der Senkrechten und der Normalen liegt, Subnor- 
male. 

%. 89. In Betreff der Cullineation des Kegelschnitts mit seinen 
Leitkreiseo ist noch Folgendes zu bemerken: 

o) Je zwei antiparallele Tangenten der Leitkreise bilden einen 
Winkel, der von ihrer homologen Tiuigeme des Kegelschnitts halbirt 
wird, und umgekehrt: die Halbirungslinic des Winkels zweier anti- 
parallelen Tangi inten der 1, eil kreise ist eine Tanten tu des Kegelschnitt.-'. 
welche den anti parallelen Tangenten der Leitkreise homolog ist. 

b) Die Tangente des Kegelschnitts halbirt den Winkel, welchen 
die Tircriiislm.hlen des llen;linm;rqi!mktes mit einander machen, und 
umgekehrt: diejenige llalbirungsliiu'e de* Winkels zweier Ureni^trülilee 
eines Punktes des Kegelschnitts, welche ausserhalb des Kcge^rSmlii.- 
Jiegt.'ist eine Tangente des Kegelschnitts. 

c) Ein Aehnlichkeitsstrahl der Leitkreise und die Tangente des 
Kegelschnitts, welche den antiparallelen Tangenten der Leitkieisc jenes 
Strahls homolog sind, sieben senkrecht auf einander, und umgekehrt: 
die senkrechte Halbirunglinie des Stückes eines Aehnliehkeitsst.rahls, 
welches zwischen zwei inversen Punkten liegt, ist eine Tangente des 
Kegel scli i] hl s. 

d) Jeder Durchmesser des Kegelschnitts ist einem Aehnlicbkeits- 
atrahl der Leitkreise homolog, und umgekehrt: jeder Aehnlichkeits- 
strahi der Leitkreise ist einem Durchmesser des Kegelschnitts homolog. 
Der Mittelpunkt des Kegelschnitts und der Aehnlkhkeitspunkt der 
Leitkreise sind homologe Punkte dieser Curven. 

e) Die zweite Axe des Kegelschnitts ist demjenigen Aehnlichkeits- 
strahi der Leitkreise homolog , welcher auf der Hauptaxe senkrecht 
steht; er ist also mit ihm und mit der Collineationsaxe parallel. 

f) Die Polare, welche dem Aehuliehkeits punkte in einem der Leit- 
kreise entspricht, ist in dem System dieses Leitkreises die Gegenaxe 
bei seiner Colli neal.ion mit dem Kegelschnitt. 

Der Kreis gehört zu einer Klasse von Curven, welche 
wegen ihrer Ableitung aus der Kegelfläche den Namen Ke- 
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gelschnitte tragen. Obgleich aber die Entwicklung dieser Cur- 
ven durch Schnitte der Kegelfläehe längst bekannt ist, so ist 
es doch ein Verdienst der neueren Geometrie, dieser Entwick- 
lung durch Aufsuchung der allgemeinen Eigenschaften, welche 
den projektivischen Figuren überhaupt zukommen, ihre wahre 
Grundlage geschaffen zu haben. 

Die Collineation jfasst die Eigenschaften der projektivi- 
schen Figuren unabhängig von ihrer Lage im Räume auf, und 
bietet dadurch nicht nur den Vortheil, die Gesetze leichter 
zu entdecken , sondern auch diess ganz auf planimetrischem 
Wege thun zu können. Versteht man unter Kegelschnitt jede 
dem Kreis colüneäre Curve, so stimmt diese Definition we- 
sentlich mit dem Begriff des Kegelschnitts, welchen der Wort- 
laut gibt, überein und gestattet zugleich der Methode der 
neueren Geometrie den Zugang: allein es ist diess durchaus 
nicht der einzige Weg, welchen diese Methode an die Hand 
gibt, im Gegentheil, es ist ihr gelungen, die Kegelschnitte auf 
eine so allgemeine Weise aufzufassen, welche nicht einmal 
die Gestalt des Kreises als bekannt voraussetzt. *) Allein im 
pädagogischen Eiitere-.se wird es immer genitlietier sein, das Neue, 
das zu entwickeln ist, an das Alte, schon Bekannte anzureihen, 
und so allmälig vom Bekannten stufenweise zum Unbekann- 
ten fortschreitend, das Gebäude der Erkenntniss aufzubauen. 
So wurde auch hier der Begriff der Kegelschnitte auf die 
Collineation. des Kreises zurückgeführt, und die folgenden 
Abschnitte werden zeigen, wie reichhaltig dieser Begriff und 
wie geeignet er ist, um eine vollständige Kenntniss der Kegel- 
schnitte zu bieten. Um aber den pädagogischen Anforderun- 
gen vollkommen Genüge zu leisten, mag vorher noch ein be- 
sonderer Fall der Collineation des Kegelschnitts mit dem Kreis 
behandelt werden, welcher die unentbehrlichsten Eigenschaften 
der Kegelschnitte kennen lehrt. 



*) Professor \. Staudt ilefinirt dun Kegelschnitt nls diu Ordmmgslinifl 
iweier Polarsvsteme, Schon die conformen und projekli vi sehen Vielstrah- 
len können EU einem Begriff des Kegelschnitts führen. 
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Weil nämlich zwei Figuren, welche mit einer dritten 

collineär sind, es auch unter sich sind (§-49), so folgt aus obigem 
Begriff des Kegelschnitts, das* jeder Kegelschnitt jedem Kreis 
und also auch jedem andern Kegelschnitt collmeiir ist. Nicht 
aber befinden sich zwei solche collinc'äre Curven einer Ebene 
immer in perspektivischer Lage, im . Gegenthcil wird dieses 
nur in gewissen Fällen der Fall sein. Es führen übrigens die 
Krei^berührungen auf einen solchen Fall, welcher eben dadurch 
die bequemsten Mittel zur Construetion der Kegelschnitte lie- 
fert. Dieser besondere Fall wird daher den Gegenstand die- 
ses sechsten Buches ausmachen. 

Aus der Lehre von der Aehnltchkeit der Kreise ist be- 
kannt (§. 80, a), dass, wenn ein Kreis C (Fig. 59) zwei andere 
Kreise F' und F". ungleichartig berührt, die Berührungssehne 
C'C" desselben durch den innern Aehtüichkeiisjmiikt 0' der 
Kreise geht. Die Berührungssehnen aller Berührungskreise 
der ungleichartigen Berührung convergiren also in diesem 
innern Aebnlichkeitspankt 0'. Ebenso convergiren die Bc- 
ilihnmgsschncn aller Berührungskreise der gleichartigen Be- 
rührung in einem Punkt, dem äussern Aehnlichkeitspunkt der 
Leitlireise, Diese Humorkung gibt ein leidit.es Mittel, um so- 
gleich den Mittelpunkt eines Berührungskreises zu finden. 
Für die ungleichartige Berührung hat man z. B. nur einen 
innern Achnlichkeltsstralil zu ziehen, der den Kreis F' in den 
Punkten C und ($', und den Kreis F" in den Punkten C" und 
©" schneidet, so werden die nach den inverseu Schnittpunk- 
ten C und C" gezogenen Halbmesser der Kreise F' und F" 
immer in dem Mittelpunkt C eines Ecrührungskreises conver- 
giren. Ebenso convergiren die Halbmesser F' ß' undF"S" 
in einem zweiten solchen Punkte &. Um diess einzusehen, 
darf man nur bemerken, dass, weil C und 6" homologe Punkte 
der ähnlichen Kreise sind, auch F'C || F"g" ist (§. 77, b), 
und weil C" und ß' homolog sind, auch F"C" || F'd' ist. 
Es ist also A CC'C" c^ A C'^F'^A™'^ A 6«'tt". 
Es sind also die Dreiecke CC'C" und <M'(5" ebenso wie die 
Dreiecke C"(5"F" und F'C'S' gleichschenklig, und ein aus 
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C mit CC beschriebener Kreis geht durch C" und berührt, 
wie man leicht sieht, den Kreis F" in dem Punkt C" und den 
Kreis F' in dem Punkt C. Ebenso berührt auch ein aus' S 
mit 66' beschriebener Kreis die Kreise F' uud F" in den 
Punkten S' und (5". So oft man also die Halbmesser an die 
inversen Schnittpunkte eines Aehnlichkeitsstralils zieht, so 
convergiren sie stets in den Mittelpunkten zweier Berührungs- 
kreise. Diese Construction führt aber noch weiter, indem 
die homologen Halbmesser wegen ihres Parallelismus ein Pa- 
rallelogramm F'CF"S mit einander bilden, dessen Diagonalen 
sich in einem Punkte halbiren ; denn hieraus folgt, dass je- 
der Aehnlichkcitsstrahi gerade zu solchen zwei Beriilirungs- 
kreisen führt, deren Centrale C6 durch die Mitte der Ent- 
fernung F'F" geht. Es werden also die Centralen aller 
solcher Paare von Berührungskreisen, welche zu einem Aehn- 
lichkcitsstrahi gehören, in einem und demselben Punkte, dem 
Mittelpunkte der Geraden F'F", convergiren. 

Diess sind die aus der Aehnlichkeit der Leitkreise sich 
ergebenden Consequenzcn, welche aber erst ihre Vollendung 
gewinnen, wenn man auch die Potenzialität der Leitkveise mit 
in Erwägung zieht. Vermöge der letzteren weiss man aber, 
dass die Potenzlinie der BerülmingsUrcise zugleich auch die 
Aehnliclikcitsaxc der Berühi'ungslu'eise ist (g. 85. b), die Cen- 
trale C6 der zum Aehnlichkcitsstrahi C'(S' gehörenden Erzeu- 
guugskreise convergirt also mit dem letzteren in einem Punkt 
y' der Potenzlinie. Auf gleiche Weise muss jeder Aehnlich- 
kcitsstrahi mit der Centralen der Beriihrungskreise in einem 
Punkte der Potenzlinie convergiren. Man sehliesst hieraus, 
dass die Aehnlieiikeit^strübleii alle, und die Centralen ihrer 
Berührung skr ei sc zwei Vielstrahlen 0' und bilden, die paar- 
weise in Punkten der Potenz liuio cuiivergircn. und welche also 
conform sind und gegen die Potenzlinie sich in perspektivischer 
Lage befinden {§. 33). Weil nun aber die Punkte C und C, 
6 und S' auf Geraden liegen, die in dem Mittelpunkt F' des 
Leitkreises convergiren, so sind sie perspektivisch liegende 
Punkte der Vielstrahlen und 0' für das Centrum F' und 
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für die Axe ay' (§. 46). Und weil dieselben Schlüsse auf alle ho- 
mologen Strahlen der Vielstrahlen und 0' und die zu ihnen 
gehörigen Mittelpunkte der Erzeugungskreise anwendbar sind, 
so folgt, dass überhaupt der Leitkreis collineär ist und per- 
spektivisch liegt mit der Curve, welche der Mittelpunkt des 
Erzeiigungskreises beschreibt, wenn derselbe stetig berührend 
sich fortbewegt, oder dass der geometrische Ort des Berüh- 
rungskreises ein Kegelschnitt ist. Ebenso wird man sehen, 
dass auch der andere Lcitkrcis F" dem Kegelschnitt für den 
Punkt F" als Centrum und dieselbe Potenzlinie ay' als Axe 
in perspektivischer Lage collineär ist. 

Weil die Berührungspunkte C und C" (Fig. 59, a, b, c) 
eines jeden TSerübrungskrcises zugleich homologe Punkte der 
Potenzialität der Leitkreise sind, so convergiren die autiparal- 
lelcn Tangenten dieser Punkte auf einem Punkt y der Potenz- 
linie; weil aber bei der CoIIineation des Leitkreises mit dem 
Kegelschnitt diese Punkte C und C" zugleich auch dem 
Punkt C des Kegelschnitts homolog sind, so wird auch die 
Tangente, welche man in C an den Kegelschnitt zieht, den 
aiitipar.'illeli'ü Tangenten der Leitkreise homolog sein und- mit 
Ihnen in demselben Punkt y der Potenzlinie ay convergiren 
(§. 62). Nun sind aber die antiparallelen Tangenten C'y und 
C"y des Kreises C einander gleich, auch ist CC' = CC" als 
Halbmesser des Benihningskreises, mithin ist CC'C'y ein 
Deltoid, *) in welchem die Diagonale Cy die Winkel bei C 
und/ halbirt und in welchem Cy X CC". Es folgt daraus, dass 
sowohl die Gerade, welche den Winkel der antiparallelen Tan- 
gente der Leitkreise halbirt, als auch diejenige Gerade, welche 
den Winkel, den die zwei Brennstrahlen F' C und F" C mit ein- 
ander machen, als auch die Gerade, welche das Stück C C" 
eines Aehnlichkeitsstrahls, das zwischen zwei inversen Puuk- 

*) Das Deltoid, ein Viereck, welches aus zwei Paaren gleicher Seife« 
gebildet wird, die aber nicht einander gegenüberstehen wie im Parallelo- 
gramm, sondern an zwei gegenüberstellenden Ecken aneinander lir^eii, ist 
durch die Krjslallographie eingeführt worden und verdient auch in der 
Geometrie Bürgerrecht. 
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ten ihrer Leitkreise liegt, senkrecht halbirt, eine Tangente des 
Kegelschnitts ist. Und aus dem Gesetz der gleichen Aufein- 
anderfolge, welches die Collineation beobachtet (§. 47, a), muss 
die Tangente des Kegelschnitts ausserhalb der Fläche des 
Kegelschnitts liegen, wie auch die Tangente des Kreises 
ausserhalb des letztem liegt. Weil die Collineationsaxe des 
Kegelschnitts und seines Leitkreises mit der Potenzlinie der 
Lcitkreise zusammenfallt, so folgt, dass sie auf dem centralen 
Achnlichkeitsstrahl, der hier zugleich die Axe des Kegel- 
schnitts ist, senkrecht steht (§. 81, b). 

Weil der Aehnlielikeitspunkt 0' des Leitkreises und der 
Mittelpunkt des Kegelschnitts die Scheitel derjenigen homo- 
logen Vielstrahlen sind, auf welchen die homologen Punkte 
des Kegelschnitts liegen, so folgt, dass diese Punkte und ()' 
selbst zwei homologe Punkte sind (§. 42, e). 

Weil der Aelmlichkeirsst™hl C'@' und der Durchmesser 
des Kegelschnitts C<5, welcher die Mittelpunkte der Beriih- 
ningskrelse des Aelinlie.!ikeit>strahls mit einander verbindet, 
homologe Strahlen der Vielstrahlen 0' und sind, so folgt, 
dass die A Sinnlichkeit strahlen der zwei Leitkreise mit den 
Durchmessern des Kegelschnitts homolog sind. 

Unter diesen Aeholiehkeitsstiahlen verdient derjenige (B'SB'J 
eine besondere Aufmerksamkeit, welcher auf der Axe F'F" 
senkrecht steht. Dieser ist, weil auch die Collineationsaxe et y 
auf derselben Axe senkrecht steht, mit der Coilineationsaxe 
parallel; der collmelue Durchmesser 11 23 des Kegelschnitts, der 
mit der erstgenannten Linie B'SB' in einem unendlich ent- 
fernten Punkte eonvergirt, ist also diesen Linien selbst pa- 
rallel und steht daher ebenfalls senkrecht auf der Axe des 
Kegelschnitts. Dieser Durchmesser trägt wegen dieser aus- 
gezeichneten Eigenschaft den Namen der zweiten Axe. 

Die Tangenten der Punkte, C'6' des Aehnlichkeitsstrahls 
sind den Tangenten der Punkte C, © des Kegelschnitts homo- 
log, also ist auch der Convergenzpunkt c' des ersteren Tan- 
genteiij>;i;n'es dem (.'onvergenzpunkt des letzteren Tangenten- 
paares homolog. Da aber die Tangenten der Punkte C und 
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6 senkrecht auf dem Aehnlichkeitsstrahl C (§.' stehen (§. 89, c), 
so sind sie parallel und ihr Convergenzpunkt liegt im unend- 
lichen Raum. Die Endestangenten aller Strahlen des Aehn- 
liclikf itspunktes 0' im Loitkreis F' convergiren aber in Tunk- 
ten der Polare a'c' des Punktes 0' (§.71, c). Die Endes- 
tangenten der 1 Durchmesser . welche bezuglich den Aehnlich- 
keitsstrahlen homolog sind, convergiren nach dem Voraus- 
gehenden im unendlichen Kaum. Es folgt hieraus, dass die 
Polare a' (' einer Geraden des unendlichen Raumes homolog 
sei, oder dass die Polare ti' c' diejenige (".egenaxe bei der 
Collineation des Kegelschnitts mit seinem Leitkreise ist, welche 
in dem Sytem des Leitkreises F' liegt. 

B. Lineare Constrnktion der Kegelschnitte. 

§. 90. Sind die zwei Leitkreise eines Kei-elschnills gegeben, und 
zieht man an die inversen Seh nittp unkte eines zugehörigen Aehnlich- 
keilsstrahls die Halbmesser der Leitkreise, so convergiren dieselben in 
einem Punkte der Peripherie des Kegel Schnitts. 

Für den Fall, dass eine Gerade einen Leitkreis ersetz!, ist zu be- 
merken, dass jeily andere Gerade, welche auf jener senkrecht steht, 
die Kielle eines Halbmesser* im unendlich grasen Leitkreise vertritt. 

g. 91. Sind die zwei Lei t kreise eines Kegelschnitts gegeben, und 
zieht man einen zugehörigen Aehnlichkeilsstrabl, so eimvergirt die senk- 
tcclite Ilsilbii'ungslinie des zwisehen zwei inversen Punkten liegenden 
Stückes mit jedem Halbmesser der inversen Punkte selbst in einem 
Punkt der Curve des Kegelschnitts. Die Scheite) des Kcgclsehnittä liegen 
in der Mitte zwiseiien den inversen Punkten der Axenrichtung. 

Wenn ein Leitkreis durch einen Punkt vertreten ist, so ist jede 
Gerade, welche durch diesen Punkt gebt, ein Aehnlichkeitsstrahl, dei 
zum Kegelschnitt gehört; das Stück desselben, welches zwischen dem 
Punkt und der Peripherie des anderen eigentlicben Leitkieises liegt, 
ist eben das Stück, welches durch eine Senkrechte halbirt werden muss. 
Die Halbirung dieser von dem gegebenen Punkt nach der Peripherie 
des Leitkreises gezogenen Linien kann durch folgende Eigenschaft der 
Kreislinie abgekürzt werden : 

Die Halbirungspnnkie aller Geraden, die zwischen einem Punkt 
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und einer Kreislinie Hegen, liegen selbst wieder auf einer Kreislinie, 
welche die Axe des Kegelschnitts zu. ihrem Durchmesser hat, der ans 
dem Punkt und dem Kreise entwickelt wird. 

§. 92. Sind die zwei Leitkreise eines Kegelschnitts gegeben, und 
zieht man an die inversen Sclmittp unkte eines zugehörigen Aehnlich- 
keitsslrahls die Halbmesser eines Leitkreises, so bezeichnen sie auf 
demjenigen Durchmesser des Kegelschuills, welcher mit dem Aehnlich- 
kcitsstrahl in einem Punkt der Potenzlinie der Leitkreise convergirt, 
zwei Punkte der Kegclschnitt-Curve. 

Noch ist zu bemerken, ciass dieselbe Methode auch Anwendung 
ßndet, wenn statt des Aehnlichkeilspunktes der Leitkreise und des 
Mittelpunktes des Kegelsehnitls zwei andere homologe Punkte des Kegel- 
schnitts und seines Lei tk reis es gegeben sind. 

g. 93. Sind die zwei Leitkreisc, ihre Potenzliiiie und die Polare 
des Aehnlichkeitspuuktes in einem f.eitkreis gegeben, so iindet man 
die Punkte des zugehörigen Kegcl-chniits, welche auf einer gegebenen 
Geraden liegen, wenn man durch den Punkt, in welchem sie die Po- 
teiwliuie schneidet, und durch den Punkt, in welchem die Polare von 
der Richtung eines parallelen Halbmessers jenes Leiikreiscs getroffen 
wird, eine Hilfslinie legt. Die Halbmesser dieses I, ei [kreis es, welche 
an die Schnittpunkte der Hilfslinie, gezogen werden, bezeichnen auf der 
gegebenen Geraden die gesuchten Punkte des Kcgelsehniits. 

Die Construktion dr.i- Kegelschnitte' hängt ganz davon ab, 
wie man die Kegelschnitte entwickelt. Wir werden aber der- 
jenigen Entwicklung den Vorzug' einräumen müssen, welche 
zur einfachsten Constraktion nicht nur, sondern aucli dazu 
führt, die Mannigfaltigkeit der (Konstruktionen in ihrem inne- 
ren Zusammenhang in's Licht zu stellen. Von diesem Stand- 
punkt aus betrachtet, wird die Entwicklung der Kegelschnitte 
welche im vorausgehenden Abschnitt gegeben wurde, alle bis- 
her gebräuchlichen weit übertreffen; denn sie bietet nicht nur 
alle bisherigen Construktionen auch dar, sondern sie gewährt 
noch manche neue, die nicht nur durch ihre Einfachheit, son- 
dern auch dadurch ausgezeichnet sind, dass sie die Lücken 
ausfüllen, welche die bisher gebräuchlichen übrig Hessen; 
auch zeigt sie, wie alle Arten von Kegelschnitte!! durch eine 
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und dieselbe Regel construirt werden können, und macht da- 
durch die Construktionsmethode von der besonderen Gestalt des 
Kegelschnitt;; unabhängig. Die Zahl der Consiruktionsmethodcu, 
welche bei dieser Entwicklung an die Hand gegeben wird, ist 
aber so gross, dass es nothig scheint, dieselben abtheilungsweise 
aufzuführen. Es sollen daher hier nur die Construktions- 
methoden betrachtet werden, welche zwei feste, unveränder- 
liche Leitkreise voraussetzen, im folgenden Abschnitt sollen 
die Methoden angegeben werden, welche auf der Veränderung 
der Leitkreisc beruhen, und nachher in einem dritten Ab- 
schnitt diejenigen, welche sich aus der Beschränkung dieser 
Veränderung auf einen besonderen Fall ergeben. 

Man hat im vorausgehenden Abschnitt schon Gelegenheit 
gehabt, zu sehen, dass, wenn man einen Aehnlicbkeifssliahl 
C ©' zweier Leitkreise F' und F" (Fig. 59) und an die in- 
versen Schnittpunkte desselben die Halbmesser F'C und F"C" 
zieht, dieselben immer in dem Mittelpunkt C eines gemein- 
schaftliehen Berührungskveises , also in einem Punkt C des 
zu dem Aemiliehku(>;piiukt (.)' gehörigen Kegelschnitts con- 
vergiren. Diese Eigenschaft gibt aber eine äusserst einfache 
Regel zur Construktion des Kegelschnitts selbst an. Ist näm- 
lich der Aeimlicliki'itspunkt ()' der Leitkreisc bestimmt, dessen 
Kegelschnitt gezeichnet werden soll, so hat man nur beliebige 
Gerade durch denselben und sodami die Halbmesser nach 
den inversen Schnittpunkten zu ziehen, so bestimmen die Con- 
vergen/punkte, dieser Halbmesser eben so viele Punkte auf 
dem Umfang des gesuchten Kegelschnitts. Diese Construktion 
ist namentlich dadurch von Interesse, dass sie, sobald der 
Aehiilichkeitspunkt 0' gefunden ist, nur noch das Ziehen von 
drei geraden Linien voraussetzt, um einen Punkt des Kegel- 
schnitts zu haben; und sie kann daher in diesem Sinne eine 
lineare Construktion des Kegelschnitts genannt werden. Diese 
Methode ist nur anwendbar, wenn die Leitkreise ausgedehnte 
Linien sind und nicht durch Reducirung ihres Halbmessers 
auf die Grösse Null in Form von Punkten erscheinen. Die 
Methode ist aber noch ganz wohl anwendbar, wenn einer der 
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Leitkreise in Form einer Geraden gegeben ist, denn nichts 
hindert hier, den Aehnlichkeitspunkt zu finden (§. 78, d). 
Jeder Aehnlichkeitsstrahl fährt auch in diesem Falle zu zwei 
inverscn Punkten C und C" (Fig. 59, c), von denen der eine 
auf dem endlichen Leitkreis und der andere auf der Geraden 
Hegt. Der Halbmesser C" 6" _L A" C" des unendlich grossen 
Kreises und der Halbmesser F' C des endlichen Kreises be- 
bestimmen den Punkt C der Kegelschnittcurve. 

Wenn nun aber diese Methode ihre Anwendbarkeit ver- 
liert, sobald ein Leitkreis auf einen Punkt reducirt ist, so bie- 
tet die Eigenschaft (g. 89, c) eine zweite allgemein anwendbare 
Methode der Construktion dar. Weil nämlich nach obigem 
Satz die senkrechte Halbirungslinie des zwischen zwei inver- 
sen Punkten liegenden Stückes C C" (Fig. 59) eines Aehnlich- 
keitsstrahls ebenfalls mit den Halbmessern F'C und F"C" 
der inversen Punkte C und C" der Leitkreise in einem Tunkt 
C des Kegelschnitts convergirt, so kann auch diese senkrechte 
Halbirungslinie statt des Halbmessers eines Leitkreises zur 
Bestimmung des Punktes C des Kegelschnitts benutzt werden. 
Diese Construktion ist zwar nicht mehr rein linear, weil sie 
die Construktion einer Senkrechten voraussetzt, aber sie hat 
den Vortheil , auch in dem Fall noch anwendbar zu sein, 
wenn einer der Leitkreise in Form eines Punktes gegeben ist. 
Dieser letztere Fall gewährt aber wieder andere Vorthcile, 
denn einmal fällt der Punkt F", welcher den unendlich kleinen 
Leitkreis darstellt {Fig. CO), mit dem Aehnlichkeitspunkt der 
zwei Leitkreisc selbst zusammen (§. 78, c), und es bedarf daher 
keiner Construktion zur Auffindung des AehnÜchkeitspunktcs, 
dann aber Ist jede Gerade wie F" C, welche man vom Punkt 
F" aus nach der Peripherie des anderen Leitkreises zieht, 
dasjenige Stück des Aehnlichkeitsstrahls, welches zwischen den 
inversen Punkten F" und C liegt. Man hat also nur von 
dem gegebenen Punkt F" aus Gerade nach der Peripherie des 
Leitkreises F' zu ziehen und dieselben durch Senkrechte zu lial- 
biren, so convergirt jede Halbirungslinie mit dem entsprechenden 
Halbmesser F'C in dem verlangten Punkt C des Kegelschnitts. 
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Es ist noch zu bemerken, dass die Halbirungspunkte, wie D, 
aller Aehnlichkeitsstrahlen auf der Peripherie eines Kreises 
liegen. Dann zieht man F'C und vom Halbirungspunkt D 
der Geraden F" C nach dem Mittelpunkt des Kegelschnitts 
die Gerade OD, so ist, weil auch O in der Mitte von F'F" 
liegt, OD || F'C, also OD = '/»F'C. Weil aber F'C con- 
stant ist, so muss auch die Entfernung OD constant sein, und 
die Halbirungspunkte aller Geraden, welche man von F" nach 
der Peripherie des Leitkreises F' ziehen kann, liegen somit 
auf einer Kreislinie. Auf der Richtung F'F" fällt der Con- 
vergenzpunkt der senkrechten Halbirungslinie des Stückes F"A' 
und der Halbmesser F'A' des Leitkreises mit dem Halbirungs- 
punkt des Stückes F'A' selbst zusammen, so dass also der 
Halbirungspunkt A dieses Stückes selbst ein Punkt des Ke- 
gelschnittes', und zwar der Scheitel desselben ist. Ebenso 
ist auch der Halbirungspunkt 31 des anderen Stückes F"3t' 
der Ceiitralrichtung der andere Scheitel des Kegelschnitts. 
Der Kreis, welcher durch die Halbirungspunkte der Aehnlich- 
keitsstrahlen geht, hat also die Axe A3t des Kegelschnitts 
zum Durchmesser. 

Die zwei Constmctionsmethoden, welche im Vorausgehen- 
den behandelt wurden, ergehen sich , sobald der Kegelschnitt 
als der geometrische Ort des Mittelpunktes eines Kreises er- 
kannt ist, welcher zwei gegebene Kreise berührt ; es gesellen 
sich zu demselben noch zwei andere Methoden, sobald man 
die perspektivische Lage des Kegelschnitts mit seinen Leit- 
kreisen erkannt hat. Diese Lage zeigt nämlich, dass der Aehn- 
lächkeitspunkt 0' im System des Leitkreises (Figur 59) und 
der Mittelpunkt O im System des Kegelschnitts zwei homo- 
loge Punkte des Kegelschnitts und des Leitkreises sind (g. 89, d). 
Zieht man also von diesen Punkten aus nach einem beliebigen 
Punkt y' der Collineationsaxe (welche mit der Potenzlinic der 
zwei Leitkruise zusammenfällt) , zwei Gerade , so sind diess 
homologe Linie», §. 46, a. Die Gerade O'y' in dem System 
des Leitkreises schneidet den Leitkreis F' in den Punkten C 
und &' ; zieht man also nach diesen Punkten die Collineations- 
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strahlen F'C ; und F'(5', so bestimmen sie auf 0/ die colli- 

neären Punkte C und 6 in dem System des Kegelschnitts 
(§. 46, a), folglich sind C und 6 diejenigen Punkte des Kegel- 
schnitts , welche den Punkten C und ©' des Leitkreises F' 
homolog sind. Auf gleiche Weise kann man noch beliebig 
viele andere Punkte des Kegelschnitts coustruircn, und zwar, 
wie man sieht, ebenfalls durch ein lineares Verfahren, sobald 
der Acbnl ichkeitspunkt und die Potenzlinie der zwei Leitkreise 
bestimmt ist. Diese auf der Gollincation beruhende lineare 
Construction des Kegelschnitts hat noch den Vorzug vor der 
in §'. 90 angegebenen, dnss sie von allgemeinerer A-uwendbar- 
Jceit ist, denn sie beschrankt sich nicht blos auf die Falle, 
wo beide Leitkreise endliche Dimension haben, sondern sie 
kann auch noch da benutzt werden, wo einer der Leitkreise 
durch einen Punkt oder durch eine Gerade ersetzt ist. Sie 
gewinnt im Gegeutheil noch an Einfachheit, wenn einer der 
Kreise eine solche extreme Gestalt besitzt. Denn ist der 
zweite Leitkreis F" (Fig. 60) auf den Punkt F" reduzirt, so 
ist dieser Punkt auch zugleich der Aehnlichkeitspunkt ; man 
darf nur noch die Potenzlinic ay zwischen dein Leitkreis F' 
und dem Punkt F" suchen, um die Methode anwenden zu 
können. Zieht man nämlich alsdann nach einem beliebigen 
Punkt y' dieser Potenzlinie die Geraden Oy' und F"/, und 
nach dem Schnittpunkt C der letztern den Halbmesser F'C, 
so bestimmt er den Punkt C des Kegelschnitts- Ist aber 
einer der Leitkreise F" unendlich gross (Fig. 59, c), so führt 
die Anwendung dieser ColliiicaUoiismiethode ganz zu der glei- 
chen Construction wie die Methode des §. 90. Diese Colli- 
ncationsmetliode verliert ihre Anwendbarkeit nur für den 
Fall, dass ehi Leitkreis in Form einer Geraden und der an- 
dere in Form eines Punktes gegeben ist. 

Die im Vorausgehenden angewendete Collineationsme- 
thode beruht auf der Collineation des Kegelschnitts und sei- 
nes Leitkreises, und benüzt den Aehiilii , liki.. , it;piuikt und den 
Mittelpunkt des Kegelschnitts als zwei homologe Punkte zu 
ihren Anhaltspunkten. Hat man aber vorher durch eine der 
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vorausgehenden Methoden zwei andere homologe Punkte der 
Systeme bestimmt, so kann man auch von ihnen als den fe- 
sten Anhaltspunkten ausgehen und im Fiebrigen ganz auf 
gleiche Weise verfahren. 

Man kann auch die Benützung zweier homologen Punkte 
ganz vermeiden, und dafür zu den Gegenaxen der Collinea- 
tion rekurriren. Dicss führt zu einer vierten Methode (Fig. 61). 
Constniirt man nämlich auch noch zu dem Achill ich); eifsp unkt 
0' in einem der Leitkreise F' die Polare ae, so ist sie die 
Gegonaxe in dem Systeme des Leitkreises (g. 89, f). Zieht 
man daher eine ganz beliebige Gerade MN, welche die Potenz- 
Iinic der zwei Leitkreise in dem Punkt y schneidet, und zieht 
von dem Collineationseentruin F' aus einen parallelen Colli- 
neationsstrahl F'c, welcher die Gegcnaxe in dem Punkte c 
trifft, so ist die Verbindungslinie yc im System des Leitkrei- 
ses der Geraden MN im System des Kegelschnitts homolog 
(§. 47, c). Die Geradere schneidet aber den Leitkreis in den 
Punkten C und S', zieht man nach diesen Punkten die Col- 
Iiucationsslrahlen F'C und F'CV, so bestimmen sie die homo- 
logen Punkte C und 6 in dem Kegelschnitt {§. 45, aj. Diese 
vierte Collineatioiifiiieiliode ist ebenso allgemein anwendbar, 
wie die vorausgehende und bietet noch den Vortheil dar, dass 
sie die Punkte des Kegelschnitts liefert, die auf irgend einer 
beliebigen Geraden MN liegen. 

Von den vier Methoden ist meines Wissens keine bekannt 
als die des §. 91, und auch sie ist. hauptsächlich nur bei einer 
besoiidem Art des Kegelschnitts (der Parabel) gebräuchlich. 
Gerade die interessanteren rein linearen Coustructiimen wurden 
somit ausser Acht gelassen. Man kann gegen die andern Me- 
thoden etwa das einwenden, dass sie nicht von so allgemei- 
ner Anwendbarkeit seien ; allein es soll im nächsten Abschnitt 
nun gerade gezeigt werden, wie gegebene Leitkreise durch 
andere ersetzt werden können , und eben damit ist auch das 
Mittel an die Hand gegeben , jede der vier Methoden allge- 
mein anwendbar zu machen. 
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C. Durch den Kreis vermittelte Construetlon der 
Kegel schnitte. 

g. 94. Sied zwei Leitkreise gegeben und sind für einen ihrer 
Aehnlichkeitspunkte auf ihrer Centralen die Scheitel punkte ihres Ke- 
gelschnitts eonstruirt, so können die zwei gegebenen Leitkreise durch 
jede zwei andere Leitkreise ersetzt werden, welche mit den gegebenen 
concentriscli und ausserdem so beschatten sind , dass auch ihre in vers- 
liegenden Punkte der Centralen gleichweit von den Scheitelpunkte» 
des Kegelschnitts abstehen. 

Man leitet' hieraus folgende Kegel zur Veränderung der Leit- 
kreise ab : 

Sind zwei Leitkreise gqgeben und die Scheitelpunkte für den Ke- 
gelschnitt eines Aehnlichkcilspunktes eonstruirt, so nehme man auf 
beiden Seiten eines Scheitelpunktes in gleichem Abstand zwei andere 
Punkte, und construire aus dem Mittelpunkte des einen Leitkreises 
einen conc enteis eben Kreis, welcher durch den einen dieser Punkte geht, 
und aus dem Mittelpunkte des andecn Leitkreises einen concentrischen 
Kreis, welcher durch den andern jener Punkte geht, so liefern die auf 
diese Weise gezeichneten Kreise für den entsprechenden Aehnlichkeits- 
punkt denselben Kegelschnitt, wie die gegebenen Leitkreise. 

g. 95. Die Leitkreise eines Kegelschnitts gestatten solche Verän- 
derungen, welche werth siud, etwas genauer gekannt zu werden. 

a) "Wenn zwei Leitkreise von endlicher Dimension gegeben sind, 
so kann man statt ihrer immer auch solche setzen, von welchen der 
eine oder auch der andere auf Null reducirt ist; umgekehrt: wenn ein 
Funkt und ein Leilkreis von endlicher Dimension zur Entwicklung eines 
Kegelschnitts gegeben sind, so können immer auch zwei Leitkreiso end- 
licher Dimension für sie subslituirt werden. 

b) Auch wenn unter den gegebenen Leitkreisen eines Kegelschnitts 
einer unendlich gross ist, und also die Form einer Geraden hat, so 
können immer solche Leitkreise für sie gesefzt werden, von welchen der 
endliche Leitkreis auf einen Punkt reduzirt ist; und umgekehrt: wenn 
ein Punkt und eine Gerade zur Enlwicklung eines Kegelschnitts gege- 
ben sind , so kann immer auch ein endlicher Kreis und eine Gerade 
für sie substituirt werden. 

c) "Wenn unter den zwei Leitkreisen keiner die Form einer Gera- 
den hat , so kann auch durch keine Veränderung der Leitkreise eine 
solche gewonnen werden, und umgekehrt, wenn unter den gegebenen 
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Leitkreisen einer die Form einer Geraden hat, so kann auf keine 
Waise diese Gerade durch einen endlichen Kreis ersetzt werden. 

d) Statt zweier Punkte können zwei endliche, gleich grosse Leit- 
kreise gesetzt werden, und umgekehrt: Zwei Gerade können immer 
nur wieder durch ein anderes Paar Gerade erseizt werden. 

§. 96. Wenn zwei Leitkreise, die zur Entwicklung eines Kegel- 
schnitts jrr%'('ix;n sind, auseinander oder ineinander liegen, so dass sie 
sich nicht schneiden, so künnen sie immerhin auch durch zwei Schnitt- 
kreise ersetzt werden, und die Schnittpunkte dieser Leilkreise sind im- 
mer zugleich auch Punkte ihrer Kegelschnittcurve. 

Diese Eigenschaft der Leitkreise eines Kegelschnitts liefert eine 
weitere Methode zur Construction der Kegelschnitte, welche auf alle 
Arten der Leitkreise, auch wenn sie beliebig extreme Dimensionen ha- 
ben, anwendbar ist. Man setze nämlich statt der gegebenen Leitkreise 
immer wieder andere Paare von Schnittkreisen nach der Regel des 
§, 94, so werden die Schnittpunkte derselben eben so viele Paare von 
Punkten des Kegelschnitts liefern. 

In dem Fall, dass der Leitkreis unendlich gross ist und ein end- 
licher Bogen desselben in Form einer Geraden gegeben ist, hat man 
zu bemerken, dass alle unendlich grossen concentrischcn Kreise, in ih- 
ren endlichen Bogen als parallele Gerade erscheinen. 

Wenn im vorausgehenden Abschnitt die gegebenen Leit- 
kreise als constant betrachtet wurden, so bleibt jetzt zu unter- 
suchen, ob die Leitkreise nicht verändert werden können, 
ohne dadurch die Eigenschaft zu verlieren, ganz denselben 
Kegelschnitt zu liefern. Sind nun F' und F" zwei Leitkreise, 
Fig. 62, welche die Centrale in den Punkten A' und 3t', A" 
und 9t" schneiden, so haben für den innern Aehnlichkeitspunkt 
die Schnittpunkte A' und A", so wie K' und K" eine Jnverse 
Lage, die Mitte A des Stückes A'A" und die Mitte 9t des 
Stückes 9t' 31" sind also die Scheitel des Kegelschnitts, der 
zum innern Aehnlichkeitspunkt gehört. Nimmt man nun rechts 
und links vom Scheitel A die Punkte a' und a", so dass 
Aa' = Aa", und zieht aus F" mit F"a" und aus F' mit F'a' 
zwei Kreise, so werden auch die Kreise F'a' und F"a" zu 
demselben Kegelschnitt führen , wie die gegebenen Leitkreise. 
Denn es sei C ein Erzeugungskreis des innern Aehnlichkeits- 
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punktes, d. h. ein Kreis, welcher die gegebenen Leitkreisc un- 
gleichartig in den Punkten C und C" berührt, so liegen die 
Punkte C, C und F', sowie die Punkte C"C und F" je in 
gerader Richtung. Weil nun der Scheitelpunkt A sowohl in 
der Mitte von A'A", als auch in der Mitte von a'a" liegt, so 
folgt, dass AV = A"a", die Kreise F'a' und F"a" werden 
also auch die Richtungen CC' und CC" in solchen Punkten 
c' und c" schneiden, dass Cc' = C'c". Wenn man hier CC 
= CC" addirt, so kommt Cc' = Cc" ; ein aus C mit Cc' be- 
schriebener Kreis geht also auch durch c" und berührt 
die Ersatzkreise in den Punkten c' und c". Man schliesst 
hieraus, dass die gegebenen Kreise und die zwei Ersatz kreide 
conccntrische Berühriuigskreise sind, oder dass die Mittel- 
punkte der Bcrührungskrcise der gegebenen Leitkreisc, und 
die der zwei Ersatzweise, aufeinander lallen. Es liefern also 
auch die letztern ganz denselben Kegelschnitt wie die erstem. 
Es ist noch zu bemerken und ganz auf demselben Wege zu 
beweisen, dass man zum gleichen Resultat gelangt, wenn aus 
F' mit dem Halbmesser F'a" und aus F" mit dem Halbmesser 
F"a' Kreise beschrieben werden. Auch diese Kreise F'a" 
F"a' haben einen Berührungskreis Cy\ der mit dem Beriih- 
rungskreis CG' der gegebenen Leilkreise coneentrisch ist, auch 
sie können daher als Ersatzkreise für die gegebenen Leitkreisc 
benutzt werden. Auch ist der Fall des Kegelschnitts des 
äussern Aehnliclikei^pnnktes so übereinstimmend mit dem 
Fall des innern Aehnlichkeitspunktes, dass auf die Analogie 
verwiesen und die Gültigkeit des Satzes für alle Falle fest- 
gestellt werden kann. 

Unter den besonderen Fällen, die durch die Veränderung 
der Leitkreise erzielt werden können, mag namentlich darauf 
aufmerksam gemacht werden, dass zwei gegebene Eeitkreise, 
von denen keiner auf einen Punkt reduzirt ist , immer durch 
zwei Paare von Leitkreisen ersetzt werden können, von wel- 
chen der eine oder der andere diese Reduction erfahren hat. 
Nimmt man nämlich AP = AF" (Fig. 63, a) und beschreibt aus F' 
jnitF'Pden einen Ersatzkreis, so muss der andere Ersatzkreis, 
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der aus F" beschrieben werden soll, aueb durch F" gehen, 
das heisst, er inuss die Gestalt des Punktes haben. Macht 
man aber Af" = AF' und beschreibt aus F" mit F"f" den 
einen Ersatzkreis , so muss der andere Ersatzkreis F' die Ge- 
stalt des Punktes annehmen. Es ist aber einleuchtend, dass 
diese Jieduclioii eines Lcilkrcises auf einen Punkt immer mög- 
lich sein muss, so hinge der gegebene Leitkreis nicht unendlich 
gross ist. Wenn aber eine Gerade und ein endlicher Kreis gege- 
ben sind, so kann sehr wohl der endliche Kreis auf einen Punkt 
reduzirt werden. Nimmt man hier AI'" = AF' und zieht 
durch i" eine Gerade i'"c"[|A"C", so ist ("c" der Bogen des 
unendlich grossen Eisatzkreises, und der endliche Ersatzkreis 
wird auf einen Punkt reduzirt. Fig. G3, b. Umgekehrt: wenn 
nach der allgemeinen Kegel nun ein Punkt F' und eine Ge- 
rade f"c" gegeben sind, so kann ein endlicher Ersatzkreis F'A' 
und ein unendlicher A"C" für jene gesetzt werden. 

Ueberhaunt ist leicht einzusehen, dass, wenn ein unend- 
lich grosser Leitkreis gegeben ist, derselbe durch keine end- 
liche Veränderung der Eeitkreise den Charakter des Unend- 
lichgre*seii aufgeben kann, weil durch Hinzuthun oder Jlin- 
wegnelnnen von endlichen Stücken das Uncndlicligrosse 
keine Veränderung zu erleiden vermag, Die zur Entwicklung 
der Kegelschnitte gegebenen Eeitkreise besitzen daher nur 
dann einen unveräusserbaren Charakter, wenn einer derselben 
unendlich gross, also durch eine gerade Linie ersetzt ist. 

Dass zwei Punkte durch zwei gleich grosse Kreise und 
zwei Gerade durch zwei andere parallele Gerade in gleicher 
Entfernung ersetzt werden können, wird man leicht einsehen. 

Ein besonders für die Construetion der Kegelschnitte wich- 
tiges Moment, das bei der Veränderung der Leitkreise in Be- 
tracht kommt, bieten die Ersatzkreise, welche sich schneiden. 

Zu jedem Paar von Punkten a' und a" (Fig. 62, a), 
welche gleichen Abstand vom Scheitel A haben, gehören im- 
mer zwei Paare von Ersatzkreisen , nämlich die Ersatzkreise 
F'a' und F"a" und die Ersatzkreise F'a" und F"a'. Un- 
ter diesen zwei Paaren von Ersatzkreisen ist nothwendig 
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immer ein solches, das aus zwei Schnittkreisen besteht. Denn 
wird F"a" vom Kreis F'a' eingeschlossen, so liegt F" im Kreis 
F' a", und a' ausserhalb des Kreises F' a" ; der Kreis F' a" 
muss also den Kreis F"a' durchschneiden. Die. Schnittpunkte 
P und ^ zweier sich schneidender Ersatzkrcite sind aber selbst 
Punkte auf dem Kegelschnitt, der aus ihnen sich entwickelt. 
Denn man sieht wohl, dass der Berührungskreis C mit seiner 
Annäherung an den Schnittpunkt P immer kleiner, und in dem- 
selben selbst auf einen Punkt reduzirt wird, so dass also P 
selbst ein Punkt des Kegelschnitts ist. Man wird aber auch 
leicht direkt beweisen, dass ein aus P beschriebener Kreis, 
welcher den einen Kreis F'A' berührt, auch den andern F"A" 
berühren muss. 

Diese Eigenschaft der Schnittpunkte der Leitkreise eines 
Kegelschnitts gibt ein weiteres, sehr einfaches Mittel zur Con- 
struetion desselben. Nimmt man immer wieder andere Punkt- 
paare in gleicher Entfernung von einem Schnittpunkt A des 
Kegelschnitts, und zeichnet für jedes derselben dasjenige Paar 
der Ersatzkreise, deren Peripherie einander schneiden, so lie- 
fern die Schnittpunkte derselben eben so viele Punktpaare der 
Kegels clmittlinie. Es ist noch zu bemerken, dass diese Me- 
thode auf alle Leitkrci.se gleichmütig anwendbar ist, und dass 
auch der Fall nicht ausgenommen i'st, wenn einer der Leit- 
kreise oder sogar beide durch gerade Linien vertreten sind. 
Diese, Methode der Construction der Kegelschnitte ist die be- 
kannteste und namentlich zur Construction derjenigen Kegel- 
schnitte (Ellipse und Hyperbel) gebrauchlich, *) welche aus 
solchen Leitkreisen sieh entwickeln lassen, von denen keiner 
unendlich gross ist. Sic ist jedoch auch ebenso gut für die 
Fälle {der Parabel) anwendbar, wo ein Leitkreis durch eine 



*) Man wird leicht bemerken, dass die liier angegebene Construction 
mit derjenigen identisch ist, welche auf der Eigenschaft beruht, dass die 
Summe oder Differenz der ßrennstrahlen eines jeden Punktes der Kegelsclinitt- 
curve der Aue gleich ist. Die Form, in welcher sie durch die Veränderung 
der Leitkreise erseheint, hat aber den Vorzug der Allgemeinheit, sofern 
dieselbe Regel für die Ellipse, Hyperbel und l'arabel anwendbar ist. 
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Gerade vertreten ist, sobald man bemerkt, dass parallele 
Gerade als endliche Bogen unendlich grosser concentriseher 
Kreise betrachtet werden können. Um diess zu zeigen . ist 
Figur (52, c gezeichnet, die sich selbst erklärt. 

1). Entwicklung der Kegelschnitte aus den Direktrizcn. 

§. 97. In dem besonderen Fall, wo einer der zwei Leitkieise 
eines Kegelschnitts auf einen Punkt reduzirt ist, wird die Collinea- 

tionsaxe des Kcgdsclmiltes ifnd seines Leitkreises Direktrize genannt. 

Da aber jeder der zwei I.ciikreise auf einen Punkt reduzirt wer- 
den kann, so gehören auch zu jedem Kegelschnitt zwei Dirrluriztin. 
Dabei heissl. die Direktrize dem Brennpunkte zugehörig, welcher die 
Reduktion zum Punkte erlitt. 

So oft ein Leitkreis eines Kegelschnitts auf einen Punkt reduzirt 
ist, ist der Halbmesser des andern I.eitkieises der Axe des Kesel- 
scimitis gleich. Man erhält also die zwei Lei t kreise , aus welchen je 
mit dem andern Brennpunkt der Kegelschnitt entwickelt werden kann, 
wenn man aus den zwei Brennpunkten mit der Axe des Ke.L'ijIsehnifts 
zwei Kreise beschreibt. 

Die zwei Direktiven des Kegelschnitts liefen in gleicher Entfer- 
nung von dem Mittelpunkt des Kegelschnitte. 

Die zwei Direkui/cn liefen im endlichen liaura, wenn keiner der 
I.ciikreise unendlich gross i^t; ist einer der Leitkreise unendlich gross, 
so liegt auch eine Direktrize im unendlichen Kaum; sind beide Leit- 
kreise unendlich gross , so liegen Leide Direkiri/en im unendlichen 

%. 08. Da immer ein Leilkieis auf einen Punkt reduzirt werden 
kann, wenn nicht beide Leitkreise unendlich gross sind, su ergib; sieh 
fOr die Tangeuten der KeguUchüiltc i'u igivnut; V. i;_ r euschaft ; 

Wenn der Scheitel eines rechten Winkels auf der Peripherie eines 
über der Axe des Kegelschnitts als Durchmesser construirten Kreises 
liegt und ein Sehenkel desselben durch den Brennpunkt geht, so berührt 
der andere .Schenkel den KeLrelsclinut, und umgekehrt : wenn ein Schen- 
kel dieses rechten Winkels den Kegelschnitt berührt, so gellt der an- 
dere Sehenkel durch einen Brennpunkt des Kegelschnitts, 

g. 99. Die Direktrize hat in Betreff der Cocstruetion des Kegel- 
schnitts folgende bemerkenswerthe Eigenschaften : 

a) Die Entfernungen eines Punktes der Kegelschnitllinie von 
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einem Brennpunkt und der zugehörigen Dircklrize haben ein eonstan- 
les Verhältnis« zu einander, welches der Excentricität des Kegelschnitts 
gleich ist. 

b) Die Axe ist das geometrische Mittel zwischen der Entfernung 
der Brennpunkte und der Entfernung der zwei Direktrizen. 

Dieses constante Verhältnias, in welchem die Abschnitte zwischen 
einem Punkte der Kegelschnittliniö von der Divektrize und ihrem zu- 
iicliiirijrcti Bri:iinini!ik(ii stellen, gibt ^ ln heileres Mittel zur Construk- 
Uon, welches namentlich dann sehr einlädt wird, wenn der Hauptpara- 
nieter schon cons'ruirt ist. 

Die fibrigen Eigenschaften der Direktrizen werden Lei der Polarität 
di:r Ki'.'^'.'lsi-'iinitti; betrachtet werden. 

Wenn man den extremen Fall ausschüesst, da beide ge- 
gebenen Leitkreisc eines Kegelschnitts unendlich gross sind, 
so folgt aus §. 95 , dass die Leitkreise immer durch solche 
andere conceutrische Kreise ersetzt werden können, von wel- 
chen einer auf einen Punkt reducirt ist. Und dieser einfache 
Fall führt zu manchen allgemeinen Eigenschaften der Kegel- 
schnitte, von denen hier diejenigen untersucht werden sollen, 
die für die Construktion von Wichtigkeit sind. Ist F' der 
Leitkreis und F" der Punkt, aus welchem der Kegelschnitt 
ASl construirt ist (Fig. 60), so lehrt §. 91, dass die Seheitei- 
punkte A9t der Centralen F'F" die Stücke F"A' und F"8C' 
halbiren; es ist also 

F"A = '/iF"A', F"» = '/ a F"3t', 
folglich A3t = <h (V«W ± F"A) = '/,A'«' = F'A' 
wo das Zeichen -j- gilt, wenn der Punkt F" im Leitkreis P' 
liegt (Fig. 60, a), und das Zeichen — . wenn er ausserhalb des- 
selben liegt (Fig. 60, b). 

Nimmt man also den Halbmesser eines Leitkreiscs der 
Axe des Kegelschnitts gleich, so reducirt sich der zugehörige 
andere Leitkreis auf einen Punkt, den andern Brennpunkt des 
Kegelschnitts. Wenn einer der Leitkreise unendlich gross ist, 
so kann nur der endliche Leitkreis auf einen Punkt reducirt 
■werden (§. 95, b). Ist aber diess nach der Regel (jj. 94) ge- 
schehen, so folgt aus §. 91, dass dann der Seheitel A des 
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Kegelschnitts das Stück F"A' zwischen dein Brennpunkte F" 
und der Geraden A'C halbirt. Umgekehrt, will man den end- 
lichen Leitkreis auf den Punkt F" reducirt haben, so wähle 
man nur zum unendlich grossen Kreis eine Gerade, deren. 
Abstand vom Brennpunkt F' = 2 AF' ist (Fig. 60, c). 

Für diesen Fall nimmt aber die Kegel (§. 80, c) eine bc- 
merkenswcrthc Gestalt an. Zieht man vom Brennpunkt F" aus 
in dem mit A2t beschriebenen Leitkreis ¥' (Fig. liO) eine Gerade 
F"C, so ist die senkrechte Halbirungsliuie dieser Geraden 
eine Tangente des Kegel Schnitts, und es liegt der Halbiruugs- 
punkt D auf dem Umfange eines über der Axe A21 als Durch- 
messer bcsehri ebenen Kreises (§. 91). Umgekehrt wird man 
auch schlicssen, dass, wenn der Scheitel eines rechten Win- 
kels auf dem Umfange dieses Kreises liegt, und der eine Schen- 
kel den Kegelschnitt in einem Punkte berührt, der andere 
Schenkel durch den Brennpunkt F' geht; denn sonst müsste 
man ja in D noch eine zweite Gerade F"D ziehen können, 
die auch auf CD senkrecht wäre, was unmöglich ist. 

Zu diesen Eigenschaften, welche als besondere Fälle in 
den früheren schon enthalten sind, kommen noch solche, wel- 
che die Collineationsaxe zwischen dem Leitkreis und dem Ke- 
gelschnitt betreffen und sie sind merkwürdig genug, um diese 
Collineationsaxe durch den besonderen Namen der Dirckirizeu 
iiuszu zeichnen. 

Man weiss, dass die Kcgclselmitteurve die Mittelpunkte 
aller Berührungskreise zweier gegebenen Kreise enthält (g. 87). 
und dass die Collineationsaxe zwischen dem Kegelschnitt und 
einem Leitkreis ein gemeinschaftlicher Aehnlichkeitsstrahl aller 
Berührungskieise ist (g. 85, b), und dass desshalb der Halb- 
messer des Berührung skreises /um Abstand seines Mittelpunk- 
tes von der Collineationsaxe ein constantes Verhiiltniss hat 
(§.79). Diese letztere Eigenschaft, kann auch, wie überhaupt 
jede allgemeine Eigenschaft der Kegelschnitte, zur Entwicklung 
der Kegelschnitte gebraucht werden. Man kann sagen, der 
Kegelschnitt ist der geometrische Ort derjenigen Punkte, deren 
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Entfernungen von einem gegebenen Kreis und einer gegebe- 
nen Geraden ein constantes Verh'ältniss haben. 

Diese Eigenschaft der Kegelschnitte nimmt noch eine ein- 
fachere Form an, wenn man die Leitkreise so wählt, dass einer 
derselben auf einen Punkt reduzirt ist. I>ie Punkte der Kegcl- 
schnittcurve haben nämlich alsdann eine solche Lage, dass ihre 
Entfernungen von der Direktrize und dem zugehörigen Brenn- 
punkt ein constantes Verhältniss haben. Auch kann man den 
Satz umkehren und sagen, der Kegelschnitt ist der geometri- 
sche Ort aller Punkte, deren Entfernungen von einer gegebe- 
nen Geraden und einem gegebenen Punkte ein constantes Ver- 
hältniss haben. Weil man aber, wenn die zwei Leitkreise end- 
liche Dimensionen haben, nach einander beide auf einen Punkt 
i'cduziren kann, so erhält man auch für jeden Kegelschnitt 
zwei Direktrizen. Beschreibt man aus F' und F" nach ein- 
ander mit A?I zwei Kreise, so ist die Potcnzlinie ay zwischen 
dem Kreis F'A' und dem Punkt F" die eine Direktrize, und 
die Potenzlinie k'.V zwischen dein Kreis F"A" und dem Punkt 
F' die andere Direktrize. Weil aber die zwei Kreise F J A' und 
F"A", da sie mit demselben Halbmesser A21 construirt sind. 
congnient sind, und da auch die Entfernung der Punkte F' und 
F" vom Mittelpunkt der Kreise dieselbe ist, so sind auch die 
Punkte F' und F" dieser Kreise bezichlich uniform liegende 
Punkte, es werden daher auch die Direktrizen als die Potenz- 
linien bezichlich uniform liegende Linien sein, so dass auch 
F"ß = FV und also auch Oa = 0«'. 

Em den Werth des Constanten Verhältnisses F'D : Dö 
(Fig. 64) der Entfernungen eines Punktes der Kegelsclmitt- 
curve von einem Brennpunkt und der zugehörigen Direktrizen 
auf seinen einfachsten Ausdruck zu bringen, wählt man die 
Scheitel A und 2t (Fig. 60), für weiche nach diesem Gesetze 

F"3t : 2fa = F"A : Aa, 
woraus F"3t — F"A : 31« — Aa = F"A : Aa, oder 

F'F" : A3t = F"A : Aa, 
d. h. jenes constantc Verhältnis^ ist der Exccntri/itÜt des Ke- 
gelschnittes gleich. Aus derselben Proportion folgt aber auch 
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F"3C + F"A : 21« + A« = F"A : A« oder 

A3t : uu' = F"A : A«, 
also ist F'F" : A3t = A21 : aa' 

d. h. die Axe ist das geometrische Mittel zwischen der Ent- 
fernung der Brennpunkte und der Entfernung der Direktrizcn. 
Jenes constante VerhiÜtniss kann auch zur Construetion des 
Kegelschnitts gebraucht werden, namentlich wenn ein Parame- 
ter gegeben ist. Zieht man nämlich vom Brennpunkt F' und 
vom Ende C des Ilanptparameters (Fig. 64) zwei Gerade durch 
einen Punkt D der Kcgfilschiiitteurve, welche die Direktrize 
in den Punkten M und N schneiden, und die Gerade F'a, 
D<T, €7 senkrecht auf die Direktrize, so ist, weil F'C|| MN 

F'D : F'C = DM : MN, 
und weil die Punkte D und auf der Kegelschnitteurve lie- 
gen, und Cy = ¥'a ist 

F'D : F'C = D6 : F«, 
und endlich weil F'«|[D<J ist 

DM : F'M = D(J : FV. 
Aus diesen drei Proportionen folgt DM : MN = DM : F'M. 
Es ist also MN = F'M. Macht man also umgekehrt MN = 
F'M und zieht die Gerade CN , so schneidet sie die Gerade 
F'M in einem Punkt des Kegelschnitts. Auf diese Weise kann 
man mit Leichtigkeit beliebig viele Punkte auf der Kegel- 
schnitteurve bestimmen. 

E. Eititheilimg der Kegelschnitte. 

§. 100. Der Kegelschnitt heisst Ellipse, wenn alle seine Punkte 
ira endlichen Raum liegen. 

Eine Ellipse liefern zwei Leitkreise endlic.lii'r Dimension, deren 
Achnlichkcitspunkt i n der Fläche der Leitkreise liegt. 

Alle in einander liegenden endlichen Kreise liefern daher sowohl 
für ihren innern als auch fflr ihren äussern Aeimliclikeitspunkt eine 
Ellipse. Zwei Sehniltkreise liefern nur für ihren Innern Ähnlichkeit.'- 
punkt eine Ellipse. Ein Punkt und ein Kreis liefern nur dann eine 
EiÜpse, wenn der Punkt in der Kreisfläche liegt. 

Faiiln», r.eiisre, sbena 0«omslrf». 12 
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g. 101. Der Kegelschnitt heisst Hyperbel, wenn er mit zwei 

Punkten seine? I'znfanges im unendlichen Kaum liegt. 

Kine Hyperbel liefern /,wei Lcitkicise endlicher Dimension, wen» 
deren Aeh (i Jichk ei tspunkt ausserhalb der Fläche der I-eiikrei-e liwt. 

Alle ansei ii.nn der liegenden endlichen Kreise liefern, daher sowohl 
für ihren äussern als auch für ihren irinern Aehnlichkeitspunkt eine 
Hyperbel : zwei Schniltkrcise J [<■ r't-iu nur für üiren äussern Aciinlichkci'.-- 
punkt eine Hyperbel. Ein Punkt und ein Kreis liefern nur dann eine 
Hyperbel, wenn der Punkt ausserhalb der Kreisfläche liegt. 

g. 102. Der Kegelschnitt lieissi Parabel, wenn er mit einem einzigen 
Punkt im unendlichen Kaum liegt. 

Eine Parabel liefern zwei Leitkreise, von denen der eine von 
endlicher und der andere von unendlicher Dimension ist. Der Aehn- 
lichkciispimhl solcher Lcitkieise hat gegen die zwei Leilkreise eine 
ungleichartige Lage; er liegt auf der Peripherie des endlichen Leit- 
kreises, aber innerhalb oder ausseihalb der Flüche des unendlich gros- 
sen Leitkreises. 

Nur ein endlicher Kreis und eine Gerade, oder ein Punkt und 
ein Kreis liefern also eine Parabel. 

Ausser den Fällen, die in den vorausgehenden Nummern angeführt 
sind, gibt es noch solche, welche extremer Natur sind und einen Ke- 
gelschnitt von der abnormen Gestalt der Geraden liefern. Dahin ge- 
hören die Kegelschnitte der Berti hrnngsk reise für den lleriihning.^jiinki. 
als Aehnlichkeitspunkt und die Kegelschnitte, welche ans zwei unend- 
lich grossen Kreisen, d. i, aus zwei Geraden entwickelt werden. So 
oft daher von Kegelschnitten die Kode ist, so hat man von diesen ex- 
tremen Gestalten zu abstrahiren. 

Die Kegelschnitte sind collineäre Curven des Kreises und 
sind Curven der zweiten Ordnung, d. h. solche Curven, welche 
von einer Geraden höchstens in zwei Punkten geschnitten wer- 
den können. Nimmt man hei der Collineation des Kreises und 
des Kegelschnitts Rücksicht auf die (Jegcnaxen, so sind drei 
Fälle möglich, indem der Kreis von der Gegenaxe seines 
Systems entweder in keinem Punkt, in einem Punkt oder in 
zwei Punkten geschnitten werden kann. Im ersten Fall ist aber 
der Kegelschnitt nacli §. G3. a eine geschlossene, im endlichen 
Raum liegende Curve und heisst Ellipse, im zweiten Fall liegt 
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sie mit einem Punkt im unendlichen Kaum und verläuft nach 
zwei Seiten hin in's Unendliche, im dritten Fall besteht sie 
aus zwei auseinander liegenden Aesten und heisst Hyperbel. 
Es fragt sich nun, zu welcher Art dieser Curven wirrt man 
geführt, wenn man den Kegelschnitt aus zwei Leitkreisen con- 
struirt. 

Für den Fall der perspektivischen Lage des Kegelschnitts 
und seines Leitkreises folgt aber aus §. 89, f, dass der Aehn- 
lichkeitspunkt 0' der zwei Leitkreise und die Gegenaxe aV 
im System des Leitkreises F' sich zu einander verhalten wie Fol 
und Polare. Liegt, also die Gegenaxe ausserhalb des Leitkrei- 
ses (Fig. 59, a), so liegt der Aehnlichkcitspuiikt in den Leit- 
kreisen; liegt die Gegenaxe a't' innerhalb des Leitkreises F' 
(Fig.ii!),b), so liegt der Aehnlidikeitspnnkl. (>' ausserhalb der 
Leitkreise. Im ersten Fall wird also der Kegelschnitt die Gestalt 
iler Ellipse, im zweiten Fall die Gestalt der Hyperbel haben. 
Die zwei vorausgehenden Falle setzen zwei Leitkreise von 
endlicher Form voraus; und der dritte noch denkbare Fall, 
wo die Gegenaxe den Leitkreis berührt, führt zu einer extre- 
men Gestalt. Denn hier muss der Adinlichkeitsputikt auf der 
Peripherie des Leitkreises im Berührungspunkt der Gegen- 
axe liegen. Diess ist aber bei endlichen Kreisen nur der 
Fall, wenn beide Leitkreisc sich in eben diesem Punkte be- 
rühren (Sj, 78, a). Ein Berührungskreis, der zu diesem Aehn- 
lidikeitsp unkt gehört, kann aber die Leitkreise in keinem an- 
dern Punkt, als in eben diesem Aehnlichkcitspuiikt berühren, 
der Mittelpunkt des Er-riiuziuigskreises muss also auf der Cen- 
tralen der zwei Leitkreise selbst liegen, und der Kegelschnitt 
erscheint hier als eine Gerade, welche mit jenen Centralen zu- 
sammenfällt. Dass hier der Kegelschnitt in Forin einer Ge- 
raden auftritt, widerspricht dem Satz 86 nicht, denn es kann 
ja auch die Gerade als ein endlicher Theil eines unendlich 
grossen Kreises betrachtet werden. 

Wenn aber einer der zwei Leitkreisc die Gestalt der Ge- 
raden hat, dann liegt ihr Aehnlichkeitspunkt auf dem Um- 
fang des endlichen Kreises in dem Endpunkte eines Durch- 
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messers, welcher auf der Geraden senkrecht steht. Hier er- 
scheint also noch ein dritter Fall, in welchem der Kegelschnitt 
die Gestalt einer Cuvvc an sich trägt. Die Gegenaxe 3t' c' 
(Fig. 59., c) geht durch den Aehnliclikeitspuukt 0', und die 
dem Leitkreis colline'äre Curve AC erscheint als eine beider- 
seits in's Unendliche sich verlaufende krumme Linie, welche 
sich erst in dem Punkt des unendlichen Raumes schliesst, der 
dem Punkt 3t' der Gegenaxe homolog ist: dieser Kegelschnitt 
heisst Parabel. 

Man wird nun leicht linden, dass, wenn die zwei Leit- 
kreise in einander liegen, auch ihre zwei Aehnlichkcitspunktc 
in denselben liegen, solche Leitkreise führen also nur zu El- 
lipsen. 

Wenn sich zwei Kreise schneiden, so liegt ihr innerer 
AehiilichkeilS] mnkt zwischen den Mittelpunkten (§-77, e) in- 
nerhalb der Kreise, und der zugehörige Kegelschnitt ist eine 
Ellipse. Der andere Aehnlichkeitspunkt liegt aber ausserhalb 
der Centralen (g. 77) und ausserhalb der Kreise; der zuge- 
hörige Kegelschnitt ist also eine Hyperbel. 

Wenn sich zwei Kreise berühren, so liegt der innere 
Aehnlichkeitspunkt auf dem Rcriihrungspunkt , und der zuge- 
hörige Kegelschnitt ist eine extreme Gestalt gerader Richtung. 
Der äussere Aehnlichkeitspunkt liegt aber auf der Verlänge- 
rung der Centriildistanz ausserhalb der Kreise, und der zu- 
gehörige Kegelschnitt ist also eine Hyperbel. 

Die eingehende Ueirachtinig der besondern Kegelschnitte 
ist späteren Absciuüitüii vorbehalten. 
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Siebentes Buch. 

Allgemeine Eigenschaften der Kegelschnitte. 

A. Conformität der- Kegelschnitte. 

%. 103. Die Conformität ist eine allgemeine Eigenschaft aller Ke- 
gelschnitte und begreift folgende Mci-U male in sich: 

a) Jede zwei Vielstrahlen, deren honn-dosie Sirahlen in Punkten 
einer Kegelsclinitteurvc. eonve fairen , und deren Scheitel auf ehi'n dieser 
Curve liegen, sind conl'onn und liefen projektiviseh gegen einander, 
und zwar sind die .Strahlen, welche in ihrer Schcijeliiiiie vereinig; sind, 
denjenigen Strahlen Imniolu;.:, welche den Kegelschnitt Iieriiliren. 

b) Wenn zwei cenfürme Yielilrahlen pmjeUiviscii gegen einander 
liegen, so convergiren ihre homologen Strahlen in Punkten einer Kegel- 
achnittcurve, welche durch die Scheitel der Vielstrahlen geht und die- 
jenigen Strahlen berührt, »eiche den in ihrer Seheilelliuie vereinigten 
Strahlen homolog sind. Es ist also jeder Kegelschnitt durch fünf 
Punkte seines ITmlaiius vollkommen bestimmt. 

c) Jede Schaar von Tangenten, welche einen Kegelschnitt berüh- 
ren, haben die Eigenschaft, alle anderen Tangenten desselben Kegel- 
schnitts coiiform in projelitivischer Enge zu (heilen, und zwar sind die 
in dem Convergenzpunkt zweier Tangenten vereinigten Theilpunltte den 
'Berührungspunkten homolog. 

d) Wenn zwei conforme Punkt reihen projektiv; seh gegen einander 
liegen, so berühren sie und ihre Prejclitinnssniddeii einen Kegelschnitt. 
und zwar sind ihre OerühruDyspiinlUe inti denjenigen Punkten ihrer 
I!j( litnngcn homolog, welche in ihrem Convcrgenzpunkt vereinigt sind. 
Es ist also jeder Kegelschnitt durch fünf Tangenten vollkommen be- 
stimmt. 
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§. 104. Die Eigenschaft der Coiiformität der Kegelschnitte kann 
in einer andern Form auf folgende Weise ausgedrückt werden: 

a) Jedes Sechseck, das in einen Kegelschnitt beschrieben ist, hat 
die Ki.Ki'nsdiiifi. dass die diel Cünvergen/jtiinkte seiner Gegenseilen in 
einer Richtung liefen. Umgekehrt: jedes Sechseck, dessen Gegenseiten 
in drei Punkten einer Richtung conver^iren , hat die Eigenschaft, (las; 
ein Kegelschnitt, alicr auch nur ein cin/iser, um dasselbe hesclii-ieln.'a 
werden kann. 

h) Jedes Sechsscit, das um einen Kegelschnitt beschrieben ist, hat 
die Eigenschaft, dass die drei Verbindungslinien seiner Gege necken in 
einem Punkte eonvergireu. Umgekehrt.: jede?. iSeclisseit, dessen Gegen- 
ecken auf drei in einem Punkte convergirenden Geraden liegen, hat 
die Eigenschaft, dass ein Kegelschnitt, aber auch nur ein einziger, um 
dasselbe beschrieben "erden kann. 

c) Ist ein Viereck in einen Kegelschnitt, beschrieben, so convergi- 
ren die Tangenten zweier Gegcnecken in einem Punkte der Diagonale, 
■welche die Cotnergenzpunkte der zwei Gegenseiten verbindet. 

d) Ist ein Viersei t um einen Kegelschnitt beschrieben, so conver- 
giren die Verbindungslinien der licriihningspunkte seiner Gegenseiten 
in dem Convergenzpunkt der Diagonalen seiner Gegeneckeu. 

Wenn der Begriff des Kegelschnitts auf die Collineation 
mit dem Kreise zurückgeführt wird (g. 86), so ist eben damit 
auch ausgesprochen, dass der Kegelschnitt an vielen Eigen- 
schaften des Kreises Theü habe, nämlich an allen denjenigen, 
welche diesen Curven als eolüncäre Figuren überhaupt ge- 
meinschaftlich zukommen. Solche Eigenschaften nennt man 
projektiv) sehe und dieselben finden sieh schon in §.42, a — g 
aufgezählt. Es kann sich also jetzt nur noch darum handeln, 
die projekti vis eben Eigen schaffen des Kreises aufzusuchen, um 
sie sogleich auch als Eigenschaften des Kegelschnitts auszu- 
sprechen. Diess ist jedoch nicht das einzige Geschäft, was 
diesem siebenten Buche vorbehalten ist, sondern es müssen 
jetzt, da man es nicht blos mehr mit einer besonderen Gestalt, 
sondern mit einer ganzen Klasse von Curven zu thun hat, 
auch manche Eigenschaften des Kreises verallgemeinert wer- 
den. So kommen den Kegelschnitten jedenfalls die in §. 104 
ausgesprochenen Eigenschaften zu, weil sie rein projektiviseli 
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sind, da es sich von nichts Anderm als vom Liegen gewisser 
Punkte in einer Richtung und vom Convergiren gewisser Rich- 
tungen in einem Punkte handelt. 

Andererseits erscheint die Eigenschaft der Conformität bei 
dem Kegelschnitt doch auch in einer allgemeineren Gestalt. 
Im Kreis sind projektivisch inbesehriebene Vielstrahlen gleich, 
daraus folgt nicht, dass auch solche im Kegelschnitt inbesehrie- 
bene Vielstrahlen einander gleich sind. Sind nämlich und 
Q zwei im Kreis projektivisch. d.h. solche inbeschriebene Viel- 
strahlen, deren Scheitel auf der Kreislinie liegen und deren 
homologen Strahlen in Punkten der Kreislinie convergiren, so 
entsprechen ihnen auch im colli neu reu Kegelschnitt solche pro- 
jektivisch inbeschriebene Vielstrahlen, 0' und Q', da die ho- 
mologen Punkte auf den homologen Linien liegen , und die 
homologen Linienpaare in homologen Punkten convergiren und 
es ist 0' A und Q' A Q (§• 42). Weil nun im Kreis die 
Vielstiahlen und Q gleich sind, und das Gleichsein ein be- 
sonderer Fall des Conform sein s ist. so folgt 0' A Q'- Wäh- 
rend also im Kreise die projektivisch inbeschriebenen Viel- 
strahlen gleich sind, so folgt, für die Kegelschnitte im Allge- 
meinen nur, dass solche Vielstrahlen conform sind. 

Dieser allgemeine Satz hat auch seine l_i mkehrung. Wenn 
nämlich die Vielstrahlen 0' und 0/ conform in projecüvischer 
Lage sind, so sind auf der Scheitellinie O'Q' nicht zwei ho- 
mologe Strahlen vereinigt, sondern es ist ein anderer Strahl 
O'E' des Vielstrahls 0' dem Strahl Q'O' des Vielstrahls Q' 
homolog. Die übrigen homologen Strahlen convergiren in 
gewissen Punkten A', B', C. Js'un kann man aber in einem 
andern System einen Vielstrahl 0, ABCQE zeichnen, der dem 
Vielstnihl 0' conform ist. Constnürt man noch in dem er- 
steren Vielstrahl einen Kreis welcher durch geht und den 
Strahl OE berührt, und die anderen Strahlen in den Punkten 
ABCQ schneidet, und zieht auch noch von Q aus Strahiert 
nach den Punkten A, B, C, 0, so ist 

Q, OABCE A 0, EABCQ (§. 66), 
und weil nach Voraussetzung 
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0, EÄBCQ A 0', E'A'B'C'Q' A Q', O'A'B'CE'. 

so folgt, dass auch Q, OÄBCE A Q', O'A'B'CE'. 

Es sind somit auch die Vielstrahlen Q und Q' conform, 
und folglich ist das ebene System, welches durch die Viel- 
strahlen 0' und Q' bestimmt wird, dem System collineär. 
welches durch die eonformen Vielstrahlen und Q bestimmt 
wird; es muss also auch der Kreislinie der letzteren eine 
Curve der ersteren entsprechen, welche durch die homologen 
Punkte O'A'B'C'Q' geht, und zwar ist diese Curve ein Kegel- 
schnitt (§.86). Diese Beweisführung zeigt auch, dass ein Kegel- 
schnitt durch fünf Punkte seines Umfange* bestimmt ist, weil 
durch die Punkte , Q , A, B, C zwei Dreistrahlen 0, ABC 
und Q, ABC gegeben sind, welche ihrerseits die Coni'unnitüt 
der zwei Vielstrahlen und Q bestimmen. 

Hiemit wäre die eine Seite der Conformität der Kegel- 
schnitte in ihrer Allgemeinheit aufgefasst. Sic hat aber noch 
eine zweite Seite, welche die Punktreihen betrifft, in welchen 
ein Paar von Tangenten durch alle übrigen Tangenten ge- 
theilt wird. Allein diese Eigenschaft tritt schon beim Kreise 
(g. 67) in ihrer Allgemeinheit auf, und weil sie lediglich pro- 
jektlviseher Natur ist (§. 42, f), so muss sie auch allen Kegel- 
schnitten zukommen; es müssen nämlich jene Punktreihen con- 
form in projektivischer Lage sein. Die Umkehrinigsluhi»kcit 
dieses Satzes ist leicht nachzuweisen. Vorausgesetzt nämlich, 
es seien find Richtungen gegeben, von welchen zwei in einem 
Punkte Q convergiren und von den anderen drei Richlungen 
in den Punkten A und 3t, B und %} , C und (§. geschnitten 
werden , so ist hiemit die Conformität der zwei Reihen ABC 
und Stäiß bestimmt, und wenn diese. Reiben projeetivisch lie- 
gen, so entsprechen den in Q vereinigten Punkten zwei an- 
dere homologe Punkte und D, welche sofort gezeichnet 
werden können. Nimmt man nun auf der Richtung A'Q' eines 
anderen ebenen Systems die Punkte A', B', C, Q',0', so dass 
A'B'C'Q'O' A ABCQO, und zeichnet einen Kreis, welcher 
die Richtung A'Q' in dem Punkte berührt, zieht sodann 
von den Punkten Q', A', B', C Tangenten an diesen Kreis, 
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durch welche auf der von Q' ausgehenden Tangente noch die 
Punkte St', 55' und 6' bestimmt werden, so ist 

A'B'C'Q'O' A WWW&& (§■ 67), 
und weil ABCQO A 3133600, n. An. 
so folgt TOISOO. A 2t'aV(E'0'O'. 

Es sind sonach die zwei Punktreihen ABCOQ und 21SÖSOD 
des einen Systems den zwei Punktreihen A'B'C'O'Q' und 
3t'S3'@'O'0' des andern Systems conform, die Systeme selbst 
sind also collineär (§. 43, b), und es entspricht dcmKreis des einen 
Systems ein Kegelschnitt des andern Systems , welcher die 
gegebenen fünf Geraden berührt. Wollte man noch zu einem 
Projektionsstrahl 1)2) des ersten Systems den homologen Strahl 
D'5D' des zweiten Systems zeichnen, so folgt aus dem Um- 
kehningssatz von g. 67, dass ein solcher den Kreis berührt, 
es muss also auch der Proj cktio n sstrali 1 1)3) den Kegelschnitt 
berühren, welcher von den gegebenen fünf Richtungen be- 
rührt wird. 

B. Involution der Kegelschnitte. 

g. 105. Bringt man einen involutorischcn Vielstrahl mit cinei 
Ke^elirhniltcurve so in Verbindung, daas der Scheitel desselben auf der 
Cime liegt, so heissen die Punkte, in welchen sie von den Strahlen 
dieses Vielstrahls getroffen wird „involutoriache Punkte der 
Curve." 

Solche involutorisuii: Punkie der Kegdsi liüiticnrve haben die Ei- 
genschaft, dass sie mit irgend einem andern Punkt der Cutve verbun- 
den stets wieder einen involutorischen Vielstrahl bilden; auch t heilen 
die Tangenten der involu torischen Punkte des Kegelschnitts jede an- 
dere Tangente desselben. Kegelschnitts in einer involutorischen Punkt- 
reihe. Die ganze Involution des Kegelschnitts ist durch zwei Paare 
homologer Punkte vollkommen bestimmt, so ^dasa zu jedem weiteren 
Punkt, der Curven der homologe Punkt gefunden werden kann. 

Man kann zwei Arten der Involution der Kegelschnitte unter- 
scheiden : 

a) Die zwei liedien der homologen Punkte stehen in einstimmiger 
Aufeinanderfolge; dann gibt es nirgends einen Hauptpunkt, d. h. einen 
Ort, in welchem zwei homologe Tunkte vereinigt wären. 
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b) Die zwei Reihen der homologen Punkte stehen in entgegenge- 
setzter Aufeinanderfolge; dann gibt es immer zwei Hauptpunkte. 

In dem letztem Falle bilden die zwei Hauptpunkte mit jedem an- 
dern Paar homologer Punkte vier harmonische Punkte der Curve, 
d. h. solche Punkte, welche mit jedem andern Punkt der Curve ver- 
bunden einen harmonischen Y'ielsl.rahl bilden, und deren Tangenten 
jede anilcre Tangente desselben Kegclschniits hiirnnmiseh theilen. 

§. 106. Die involotnrischen Punkte de* Kegelschnitts sind wirk- 
lich homologe Punkte zweier involiitiin'sehen Collineaiinnssystcme und 
haben die Eigenschaft, dass alle Verbindungslinien der homologen 
Punkte in einem einzigen Punkte, dem Cetitnim der Cullineatiun, con- 
vergiren, und daas alle Paare von homologen Itieh-ungen in Punkten 
einer Ceraden, der Cülliuc.iiionsaxe, convergiren. 

Umgekehrt ist auch jeder Kegelschnitt für jeden Punkt seiner 
Ebene als Centrum i nvoluto lisch , und die Strahlen dieses Centruras 
bestimmen die homologen Punkte der involiiiüiiselien Systeme. Auch 
ist der Kegelschnitt für jede Gerade als Axe involulüiisch, und jedes 
Paar Tangenten, welche in einem Punkt der Axe convergireu, bestim- 
men in ihren lkiührungspunlncn homologe Punkte dieser involutori- 
schen Systeme. 

Der Kürze halber heissen das Centrum und die Axe einer Invo- 
lution des Kegelschnitts auch Pol und Polare. 

Es mag noch daran erinnert werden, dass Pol und Polare durch 
jedes Paar homologer Punkte lianuoniseh getrennt werden, und dass nach 
diesem Gesetz ein Punkt auf der Polare liegt, wenn er mit dem Pol 
zwei homologe Punkte der Curve harmonisch irenni, und dass ein Punkt 
auf der Curve liegt, wenn er mit einem andern Punkt der Curve Pol 
und Polare harmonisch trennt. 

§. 107. Folgende besondere Fälle der Kegelschnittinvolulion sind 
bemerkenswert!! : 

a) Haben die involutorischen Punkte eines Kegelschnitts eine ent- 
gegengesetzte Lage, sü gibt es zwei Hauptpunkte und die Tangenten 
dieser Hauptpunkte coiivergiren im Pol der Involution. Ein solcher 
Punkt, in welchem zwei Tangenten des Kegelschnitts coiivergiren, heisst 
ein äusserer Punkt des Kegelschnitts. 

Umgekehrt: So oft man von einem Punkte aus zwei Tangenten 
an den Kegelschnitt ziehen kann, so isf die Kichtung, welche die Be- 
rührungspunkte der Tangeuten verbindet, die Polare jenes Punktes, 
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und die homologen Punkte dieser Involution bilden Reihen von ent- 
gegengesetzter Lage. 

h] Haben die in vol utopischen Punkte eines Kegelschnitts eine ein— 

stimmige Lit^c. so gibt es keinen Hauptpunkt und keine 'Tangenten des 
Kegelschnitts, welche im Pol der Involution convergiren. Ein solcher 
Punkt, von welchem ans keine Tangenten an den Kegelschnitt gezogen 
werden können, heisst ein innerer Punkt des Kegelschnitts. 

c) Einer unendlich cnti'ernten Geraden in der Ebene des Kegel- 
schnitts entspricht ein Pol, in welchem alle Sehnen, die durch den- 
selben gehen, halbin werden. Ein solcher Punkt heirst Mittelpunkt. 
Jeder Kegelschnitt hat also einen Mittelpunkt. 

u) Jedem unendlich entfernten Punkte in der Ebene de* Kegel- 
schnitt.- entspricht eine Polare, welche durch den Mittelpunkt gehl und 
Durchmesser heisst. Die Endtangcuten jedes Durchmessers sind paral- 
lel, und alle mit diesen Tangenten parallel gezogenen Sehnen wer- 
den von jenem Durchmesser lialbirt. Umgekehrt, wird jeder Kegel- 
schnitt von zwei parallelen Tan Renten in den Endpunkten eines Durch- 
messers berührt, ebenso ist auch die Ilalbirungslinie zweier parallelen 
Sehnen stets ein Durchmesser, der auch alle .Sehnen lialbirt und die 
zwei Geraden berührt, welche durch seine Endpunkte mit jenen Seh- 
nen parallel gezogen werden. 

e) Liegt der Pol auf dem Umfang des Kegel schniils, so geht die 
Polare durch ihren Pol und berührt in demselben den Kegelschnitt. 

Auch die Involution ist rein projektiviseher Natur, und 
muss auch dem Kegelschnitt zukommen. Und da jeder Kegel- 
schnitt für jeden Punkt als Centrum und für jede Gerade als 
Polare zu involutorischen CombinatioTissysteiucn führt, so wird 
man unmittelbar zu dem Schhtss geführt, dass jeder Kegel- 
schnitt einen Mittelpunkt hat, und dass jede Sehne, welche 
durch den Mittelpunkt geht, ein Durchmesser in dem eben 
angeführten Sinne ist. Der Mittelpunkt ist der Pol einer un- 
endlich entfernten Geraden, indem die homologen Punkte die- 
ser Involution den Pol und die Polare harmonisch trennend, 
nothwendig in gleicher Entfernung vom Pole liegen (§. 7). 
Die Polare eines unendlich entfernten Punktes ist ein Durch- 
messer, denn alle in jenem unendlich entfernten Punkte con- 
vergirenden und deshalb parallelen Geraden werden die Curve 
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des Kegelschnittes in solchen Punkten schneiden, deren jedes 
Paar nach §. 7 von der Polare hatbirt wird. Es muss also 
auch die durch den Mittelpunkt gehende Sehne von dieser 
Polare halbirt werden, und die Polare muss also selbst ein 
Durchmesser sein. Zugleich bezeichnet diese Polare die Haupt- 
punkte der involutorischen Reihe auf der Curve, deren Tan- 
genten ebenfalls in dein unendlich entfernten Pole convergiren, 
also ebenfalls parallel sind. Kurz, es wiederholt sieh hier 
Alles, was schon bei der Involution der Kreislinie ausge- 
sprochen wurde. Es kann übrigens die Involution des Kegel- 
schnittes aus der Confonnität desselben leicht auch direkt ab- 
geleitet werden, ganz wie diess beim Kreise im fünften Buche 
gesehenen, und es wird für den Anfänger eine nützliche 
Uebung sein, jene Beweisführung hier am Kegelschnitt zu 
wiederholen und den Inhalt der §§. lOfi und 107 auf direktein 
Wege aus der Confonnität des Kegelschnittes zu entwickeln. 

C. Reciprocität der Kegelschnitte. 

g. 108. Alle Punkte in der Ebene eines Kegelschnitts setzen ein 
ebenes System zusammen, welches dem System ihrer Pol.ircn auf reci- 
proke "Weise homolog ist: (.Hess ergibt sieh aus folgenden Sätzen: 

a) Geht eine Gerade durch den Pol einer andern Geraden, so 
liegt auch auf ihr der Pol der letzteren. 

b) Wenn die Punkte einer Reihe in einer Richtung liegen, so 
convergiren ihre Polaren alle in einem, einzigen Punkt, welches der 
Pol jener Richtung ist, und es ist der Vielstrahl dieser Polaren der 
Punktreihe jener Richtung conform. 

c) Convergiren mehrere iiiehiungen in einem Punkte, so liegen 
ihre Pole in einer Geraden, der Polare jenes Convergenzpunktes, und 
es ist die Punktreihe dieser Geraden dein Vielstrahl jener liichtitiigen 
conform. 

d) Liegen die Punkte des einen Systems so, dass nicht drei in einer 
Richtung sich befinden, und dass sie vielmehr ein Vieleck bestimmen, 
so bilden ihre Polaren im zweiten System ein homologes Vielseit. 
Jeder Seite des Vielecks des ersten Systems entspricht ein Eck des 
Vielseif s im Zweiten System; jedem Vielsirahl des ersten Sysicms, 
welches durch die in einem Eck convergiren den .Seilen gebildet wird, 
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«iits[iridit eine cuiil'ui'iuc Punkt ri-ilie, welche auf der jenem Eck homo- 
lu-ren Richtung durch die übrigen Seilen des Vielseils gebildet wird. 
e) Liegen die Punkte des einen Systems auf einer Kegelschniü- 
curvc, so berühren ihre I'oloinru ebenfalls einen Kegels ulmitt : und um- 
gekehrt: wenn die Richtungen des einen Systems einen Kegi .Im hnirl 
berühren , so liegen ihre Polaren auf der Curve eines andern Kegel- 
schnitts. 

Auch die Eigenschaften der ReciprocitiLt sind rein projek- 
tivischev Natur; es kann also, was in dieser Beziehung vom 
Kreise ausgesagt ist, unmittelbar auf den Kegelschnitt über- 
tragen werden. Man kann übrigens auch die Ileeiproeitüt 
direkt aus der Confonnität der Kegelschnitte ableiten. Allein 
man wird, wenn man dasselbe versucht, auf eine Schwierig- 
keit stossen, die darin besteht, die Conionnität einer geraden 
Punktreihe und eines Vielstrahls , welche auf reeiproke Weise 
homolog sind, nachzuweisen, indem das Mittel, welches bei 
der Krcislehre hiezu benutzt wurde, auf einer Eigenthünilicli- 
keit des Kreises beruhte und also hier nicht mehr anwend- 
bar ist. Es mag daher hier gezeigt werden , wie jener Satz 
auch bei den Kegelschnitten auf die Oonfonnitüt zurückgeführt 
werden kann. Es sei daher P, ABC (Fig. 76) ein in der Ebene des 
Kegelschnitts gegebener Viclslrahl, so kann man auch die Pole 
A', B', C der Strahlen PA, PB, PC auf folgende Weise construi- 
ren. Man ziehe durch einen beliebigen Punkt *ß auf dein Umfang 
des Kegelschnitts $21 1| PA, $2J J| PB, $6 || PC, suche die Mit- 
ten et, ß, y der Sehnen SßSl, 5JJ33, $© und ziehe durch sie 
und den Mittelpunkt die Richtungen OA, OB, OC, so wer- 
den dieselben durch die Pole A', B', C der Strahlen des Viel- 
strahls P gehen. Denn nach §. 107, d sind die Parallelen 
PA und $51 Polstrahlen eines unendlich entfernten Punktes, 
dessen Polare die Richtung eines Durchmessers OA ist, wel- 
cher die Sehne 5)321 halbirt. Es liegt also der Pol A' der 
Geraden PA auf der Richtung OA (§. 108, a). Dasselbe gilt 
auch von den Richtungen OB, OC, und auch sie gehen durch 
die Pole B', C der Strahlen PB und PC. Zieht man nun 
die Polare pp' des Scheitels P, so liegen die Pole A', B', C 
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der Strahlen PA, Pß und PC auch auf ihr (§. 108, c). Mit- 
hin wird die Polare pp' von den Geraden OA, OB und OC 
in den gesuchten Polen A', B' und C geschnitten. Um nun 
zu beweisen , dass Vielstrahl 0, A'B'C A P.ABO, ziehe man 
den Durchmesser ^?D und die Sehnen 02t, QSS, Q(5, so ist 
Vielstrahl Q, 908® 7Z~$, ^®© (§■ 103, a), 

und wegen des Parallelismus der Geraden PA und SUSI, PB 
und ^33, PC und £ß<5 ist auch 
Vielstrahl % 2133© A P, ABC. 

Weil aber in der Mitfe von >pQ und a in der Mitte von 
5ßäl liegt, so ist OA j| Q9t. Aus dem gleichen Grunde ist 
auch OB |l OSB, OC || D<5, folglich ist 
Vielstrahl 0, ABC A Ö, 2tS<5. 

Es ist also auch Vielstrahl 0, ABC A P, ABC, und die Reihe 
A'B'C, welche durch den Vielstrahl 0, ABC auf pp' bezeich- 
net wird, ist somit dein Vielstrahl P, ABC conform. 

Fasst man nun alle Punkte der Ebene, in welcher ein 
Kegelschnitt Hegt, zu einem System zusammen, so setzen die 
Polaren jener Punkte ein zweites System zusammen, welches 
jenem reeiprok ist, eine gerade Punk treibe des ersten Systems 
und der homologe Vielstrahl des zweiten Systems, ein Viel- 
strahl des ersten Systems und die homologe Punktreihe des 
zweiten Systems sind conform. Es ist nicht unwichtig, auch 
die Gesetze der zusammengesetzten Figuren kennen zu lernen. 
Es seien daher mehrere Punkte, von denen nicht drei in einer 
Richtung liegen, gegeben, etwa die sechs Punkte ABCDOQ, 
so bestimmen dieselben ein Sechseck, das fünfzehn Seiten hat, 
von denen je fünf in einem Eck zusammenslossen. Jedem 
der sechs Ecken entspricht eine Richtung, so dass den sechs 
Ecken sechs Richtungen a, b, c, d, o, q entsprechen, welche 
ein Sechsseit mit fünfzehn Eckpunkten bilden, indem jede 
Richtung von den fünf anderen Richtungen in fünf Punkten 
geschnitten wird. Jede solche Reihe von fünf Punkten ent- 
spricht einem Vierstrahl eines Eckpunktes des ersten Systems. 
Zwischen dem Vieleck und seinem reeiproken Vielseit herrscht 
also das Gesetz, dass die Punkfreihe einer Seite in dem letz- 
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teren dem Vielstrahl des homologen Eckes in dein ersteren 
confonn ist. 

Setzt man nun aber voraus, dass die sechs Punkte A, B, 
C, D, O, Q so liegen, dass der Vielstrahl 0, ABCD A 
Q, ABCD, so weiss mau, dass diese, sechs Punkte auf einer 
Curve des zweiten Grades liegen. Weil nun auch die homo- 
loge Richtung o, q von den vier übrigen Richtungen in sol- 
chen Punkten a', b', c', d' und a", b", c", d" geschnitten 
werden, welche den Vielstrahlen und Q beziehungsweise con- 
form sind, so müssen auch diese zwei Reihen unter einander 
eonform sein. Dann berühren aber auch sie eine Curve zweiter 
Ordnung (§. 103, d). Allgemein kann man also sagen, wenn 
man in dem einen System eine Reihe von Punkten nimmt, 
welche auf einer Curve zweiter Ordnung liegen, so berühren 
die Polaren jener Punkte ebenfalls eine Curve zweiter Ordnung ; 
und umgekehrt, wenn mehrere Richtungen des einen Systems 
eine Curve zweiter Ordnung berühren, so liegen ihre Pole 
ebenfalls auf einer Curve zweiter Ordnung. 

Nimmt man die Punkte auf dem Umfang des gegebenen 
Kegelschnitts, so berühren auch die Polaren derselben eben die- 
sen Kegelschnitt (§. 107, e), und das inbeschrichene Vieleck ist 
dem Vielseit homolog, welches durch die Tangenten seiner 
Eckpunkte gebildet wird. Die Sätze 104, a und b erscheinen 
von diesem Standpunkte aus in einem besondern Lichte; es ist 
nämlich der eine nur die reeiproke Form des andern. Uebcr- 
haupt verleiht die Reciprocität der Kegelschnitte der ganzen 
Lehre von dem Kegelschnitte eine solche Dualität, dass jede 
Kigenschai'f. noch eine zweite zur Seite hat, welche durch das 
Gesetz der I'eciprocitiit sogleich aus der ersten hervorgeht. 

1). Polarität der Kegel schnitte. 

§. 109. Die Keciprocität (3er Kegelschnitte ist in volutarisch, die 
zwei reziproken Systeme eines Kegelschnitts bilden daher ein Polar- 
svslem. Zwei I'unkfe eines Polarsysfems fteisMui coujtiyivi, wenn jeder 
derselben auf der Polare des andern liegt; zwei Richtungen heisaen 
conjugirt, wenn auf jeder ders?!!« 1 ». der Po! der ardern liegt. 
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a) Jeder Punkt ist jedem Punkt seiner Polaren, und jede Gerade 
ist jeder Geraden, die durch ihicn Pol geht', conjugirt. 

b) Ein Punkt auf dem Umfang ist allen Punkten der durch ihn 

gehenden Tangente; und also auch sich sullisl conjugirt. 

c) Jede Tangente des Kegel Schnitts ist allen Richtungen , welche 
ihnen ihren l!crülir(ine;-]iunkt gellen, und also auch sich selbst, cenjogirt. 

d) Wenn zwei Punkte einem dritten conjugirt sind, so ist dieser 
der Pol der Geraden, der durch jene Punkte geht, und wenn zwei 
Richtungen einer dritten conjugirt sind, so isi diese die Polare des 
durch jene bestimmten Punktes. 

e) Wenn -von drei Punkten jeder dem andern conjugirt ist, so ist 
auch jeder der Pol der durch die zwei anderen bestimmten Geraden, 
und wenn von drei Geraden jede der anderen conjugirt ist, so ist jede 
auch die Polare des durch die zwei anderen licstininil.cn Punktes. Ein 
von solchen drei Punkten und solchen drei Geraden gebildetes Dreieck 
äicisst Polardicieck. 

f) In jedem, in einen Kegels eh [du inbeschriebeneu vollständigen 
Viereck bilden die drei Convergenzpuuktc der Gegenseiten ein Polar- 
dreieck, und ebenso bilden in jedem umbeschriebenen vollständigen 
Vierscit die drei Diagonalen ein Polardreieck. 

g. 110. Zwischen zwei auseinander liegenden einförmigen Grund- 
gebüden, deren Elemente einander pasrwei-e conjii^irt sind, finden fol- 
gende lie/iehunseu Statt: 

a) Zwei Vielsirahlcn, deren .Strahlen einander paarweise conjugirt 
sind, sind coniorm und die Convergenqmnktc ihrer homologen Strahlen. 
liegen auf dem Umfang eines Kegelschnittes, oder sie liegen in einer 
geraden Richtung. 

b) Zwoi Punktreihen verschiedener Richtung, deren Punkte einander 
paarweise conjugirt sind, sind conform und die Verbindungslinien ihrer 
bomohnren Punkte berühren einei! hegeischmt! oder sie oouvergiren in 
einem Punkt. 

g. 111. Zwei auf einander liegende Grundgebilde, deren Elemente 
paarweise conjugirt sind, haben folgende Beziehung zu einander: 

Zwei concentrisr.be Vielstrahlen, in welchen die Strahlen des einen 
Vielstrahla den Strahlen des andern eonjujrh-t sind, und ebenso auch 
zwei in einer iliehtuug vereinigte i'unkireihen , in welchen die Punkte 
der einen Reihe den Punkten der andern Reihe conjugirt sind, bilden 
eine Involution. Hierbei bemerkt man noch folgende Unterschiede: 
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a) Die in einem innern Punkte eines Kegelschnitts conjagirlen 
Strahlen bilden eine Involution einstimmiger Lage ohne Hauptpunkte. 
Die in einem äusseren Punkte des Kegelschnitts conjugirtCTi Strahlen 
bilden eine Involution entgegengesetzter Lage mit zwei llauptstraMen, 
welche den Kegelschnitt herflhren. 

b) Die conjugirlen Punkte einer ausserhalb des Kegelschnitts lie- 
genden Geraden bilden eine Involution einstimmiger La^o ohne Haupt- 
punkte. Die conjugirfen Punkte einer Sekante des Kegelschnitts bil- 
den eine Involution ent«cgetigesc«lcr Lage mit zwei Uaupipunkieu, 
welche auf dem Umfang des Kegelschnitts liegen. 

g. 112. Die Polarität des Mittelpunktes und des ©urchmessers ist 
dureli folgende Eigenschaften ausgezeichnet: 

a) Jede Sehne ist dem Durchmesser, welcher dieselbe halbirt und 
jede Tangente dem Durchmesser, welcher an ihren Berührungspunkt 
gezogen ist, coTijiig-irf; unil umgekehrt: jeder Durchmesser ist allen 
Sehnen, welche er halbirt und seinen Endtangcnleu conjiigirl, und diese 
dem Durchmesser conjugirten llichlungen sind alle einander parallel. 

b) Jeder Halbmesser, d. b. die Strecke, welche den Mittelpunkt 
mit einem Punkt des Umfanges verbindet, ist das geometrische Mittel 
der zwei Abschnitte, welche zwischen dem Mittelpunkt und zwei con- 
jugirlen Punkten seiner Richtung liegen. 

c) Im Kreise steht jedes Paar conjugirter Durchmesser senkrecht 
auf einander, und umgekehrt: so oft in einem Kegelschnitt zwei Paare 
conjugirter Durchmesser senkrecht auf einander stehen, so ist auch 
jedes andere Paar conjugirter Durchmesser senkrecht auf einander und 
der Kegelschnitt ist ein Kreis. 

d) In jedem Kegelschnitt gibt es immer ein Paar conjugirter Durch- 
messer, welche senkrecht auf einander stehen, wenn aber der Kegel- 
schnitt kein Kreis ist, so gibt es nur ein einziges Paar solcher Durch- 
messer. Die zwei conjugirten Durchmesser, welche senkrecht auf ein- 
ander stehen, heissen Axen und theilen den Kegelschnitt in vier con- 
gruente Quadranten. 

%. 113. Die Polarität der Brennpunkte hat folgende Eigcnihüm- 
lichkeiten : 

a) Die Polare eines Brennpunktes fallt mit der zu diesem Brenn- 
punkt gehörenden Direktrb.e zusammen. Der Pol der Direktrize liegt 
im zugehörigen Brennpunkt. 
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b) Die zwei Endtangenten eines jeden Parameters convergiren in 
einem Punkte der Direktrize, und umgekehrt: wenn man von einem 
Punkte der Direktrize aus Tangenten an de» Kegelschnitt zieht, so geht 
ihre Berührungssehne durch den zugehörigen Brennpunkt. 

c) Wenn man von einem Punkt der Direktrize aus eine Gerade 
durch den zugehörigen Brennpunkt und zwei Tangenten an den Kegel- 
schnitt zieht, so bilden diese vier Rii'htvi!ii;('n einen harmonischen Vier- 
itrafal. 

Dass auch die Polarität zu den projektivischen Eigen- 
schaften gehört, folgt unmittelbar aus ihrem Begriff, und es 
kann daher Alles, was allgemeiner Art von dem Kreise in 
dieser Beziehung ausgesprochen wurde, unmittelbar auch auf 
alle Kegelschnitte- ausgedehnt werden. Uehrigens kann auch 
mit Leichtigkeit und ganz auf demselben Wege, wie dicss 
beim Kreise geschehen, die Polarität der Kegelschnitte aus 
den vorausgehenden Abschnitten direkt entwickelt werden ; 
ein Geschäft, das dem Leser überlassen werden kann. Dage- 
gen schliessen die §§. HO, 112 und 113 Manches ein, was 
den Kegelschnitten in ihrem Unterschiede vom Kreise zu- 
kommt, und diess bedarf also hier noch einer Erläuterung. 

Denkt man sich also in Fig. 76 noch einen Vielstrahl R, 
dessen Strahlen den Strahlen des Vielstrahls P einzeln eon- 
jugirt sind, so müssen die Strahlen des Vielstrahls R durch 
die Pole A', B', C der Strahlen des Vielstrahls P gehen 
(§. 109, a). Nun ist aber die Reihe A' B' C dem Vielstrahl 
P, ABC conform (§. 108, c). Weil nun auch die Strahlen des 
Vielstrahls R durch die Punkte A', B', C gehen, so ist auch 
er mit der Reihe A'B'C und also auch dem Vielstrahl P, ABC 
conform. Die homologen Strahlen dieser zwei conformen Viel- 
strahlcn P und II werden also entweder in Tunkten einer 
Curve der zweiten Ordnung oder in einer Geraden convergi- 
ren. Ebenso behandelt man auch die Punkte zweier Rieh- 
jungen, welche einander paarweise conjugirt sind. 

Diese Conformität zweier Vielsirahlcn, deren Strahlen con- 
jugirt sind, hört nicht auf, wenn sie mit ihren Scheiteln ver- 
einigt sind. Sind nämlich die homologen Strahlen zweier 
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concentrischen Vielstrahlen P, ABC und P, A'B'C conjugirt, 
so setzen sie einen Vielstrahl P, ABCA'B'C zusammen, in 
welchem die Pole der Strahlen PA, PB, PC, PA', PB', PC 
beziehüch auf den Strahlen PA', PB', PC, PA, PB, PC lie- 
gen, es ist also Vielstvahl P, ABCA'B'C A P, A'B'C'ABC, 
d. h. der VielstraM P, ABCA'B'C ist involutorisch. Dasselbe 
wiederholt sich bei den conjugirten Punkten einer Richtung. 

Das, was den Kreis von den anderen Kegelschnitten un- 
terscheidet, ist das Verhält njss des Mittelpunkts zu den Brenn- 
punkten. Es wird im folgenden Buch nachgewiesen wer- 
den, dass wirklich jeder Kegelschnitt zwei Brennpunkte hat, 
so dass also das, was im vorausgehenden Buch über die 
Kegelschnitte gesagt ist, von ganz allgemeiner Geltung ist. 
Um das Gleichartige nicht trennen zu müssen, möge da- 
her hier schon auf diese Eigenschaften aufmerksam gemacht 
werden. Betrachtet man nun einen Kegelschnitt, welcher aus 
seinen zwei Leitkreisen entwickelt ist, und erinnert sich, dass 
jeder Aehnliehkeits strahl CS' (Fig. 59) der Leitkreise einem 
Durchmesser CG der Kegelschnitte homolog ist, der mit ihm 
in einem Punkt y' der Collineationsaxe convergirt (§. 89, d), 
und dass die Endestangenten Cy und Cy' auf dem Achnlich- 
keitsstrahl CS' senkrecht stehen (§. 89, c) und endlich dass 
der Durchmesser, der mit diesen Endest an genten parallel ist, 
dem Durchmesser C<5 conjugirt ist (§. 112, ft), so wird man 
den Schluss ziehen, dass zwei conjugirte Durchmesser eines 
Kegelschnitts, der kein Kreis ist, im Allgemeinen schief auf- 
einander stehen; weil von zwei convergirenden Linien nur die 
eine auf einer dritten 'senkrecht stehen kann. Eine Ausnahme 
findet nur für den Durchmesser BS statt, welcher mit der 
Dircktrize parallel ist, weil dieser allein mit dem homologen 
Aehnlichkeitsstralü parallel ist. Dieser Durehmesser wird also 
auf seiner Tangente und also auch auf seinem conjugirten 
Durehmesser A3Ü senkrecht stehen, weil zwei Parallelen zu- 
gleich auf einer dritten senkrecht stehen. Stehen aber diese 
Durchmesser A9t und BS&, welche man Axen heisst, senkrecht 
aufeinander, so folgt aus §. 112, a, dass sie den Kegelschnitt 
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in zwei congruente Quadranten abthcilen. Auf jedem Durch- 
messer, welcher zwei Punkte des Umfanges verbindet, bilden 
die conjugirten Punkte zwei involutonschü Reihen entgegen- 
gesetzter Lage, in welchen die Endpunkte des Durchmessers 
als Hauptpunkte figurireit (§. 111, b). Jedes Paar conjugirt er 
Punkte theilt also den Durchmesser harmonisch (§. 24), und 
der Halbmesser ist also das geometrische Mittel der zwei Ab- 
schnitte, die zwischen ihm und zwei conjugirten Punkten lie- 
gen (§. 8, a). 

Nun hat aber nach §. 99 auch die Dircktrize eine solche 
Lage, dass ihr Schnittpunkt a mit der Axe und der zugehö- 
rige Brennpunkt F" die Axe A?I harmonisch tlieüen (Fig. 60). 
Die Punkte u undF" sind also zwei conjugirte Punkte der Axe 
A2t, und wenn man durch u und F" zwei Gerade zieht, so 
sind auch sie conjugirt; stehen diese Geraden zugleich senk- 
recht auf der Axe A2(, so sind auch sie conjugirt {§. 112, d) 
und bilden ein Polardreieck ; da nun aber die Dircktrize senk- 
recht auf ASt ist, so ist sie eine Seite dieses Polanlraecks 
und also die Polare des Punktes F" (§. 109, c). Weil aber F" 
der Pol der Direktrize ist, so wird auch die Polare jedes 
Punktes der Dircktrize durch den Brennpunkt gehen, und 
umgekehrt wird der Pol jeder durch F" gehenden Geraden 
auf der Direktrize liegen (§. 109, a). Es müssen also auch 
die Endestangenten jedes Parameters in einem Punkt y der 
Direktrize convergiren {§, 107, a). Zugleich trennen die End- 
punkte C und (5 des Parameters den Pol F" und die Polare 
uy harnionisch (%. lOö) , es bilden also auch die Linien yC, 
pF", y§ und yo,' einen harmonischen Vierstrahl. 

E. Die Transversale des Kegelschnitts. 

g. 114. Die Conforraitätsgesetze führen noch zu folgenden Sätzen 
Hber die Transversalen: 

a) Die sechs Seiten eines vollständigen Vierecks (heilen jede Trans- 
versale involutorisch , so dass die drei in einem Eck convüi^iiTniieu 
Seiten die Paukte der einen Reihe, und ihre (jegeiiseitc» diu homolo- 
gen Punkte der andern Reihe bestimmen. 
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Tj) Jede Transversale wird von der Curve eines Kegelschnitts in 
solchen Punkten geschnitten, die als homologe Punkte derjenigen In- 

volutinn nVuriren, welehe dnreh irgend ein iiibesehnebeues Viereck auf 
der Transversalen bestimmt wird. 

c) Wenn eine Gerade ebicn Kusrelstlmitt berührt, so ist der Be- 
lühiiiiiL'-jniiilu ein Ibiuiitpunkt der Involution, welche auf der Tan- 
gente durch die Seiteurichtuugen irgend eines jubescbi-i ebenen Vierecks 
bestimmt wird. 

d) Jeder Sechsstrahl, dessen Seiten durch, die Ecken eines vol!- 
sliüiilisen Vierseits ireheii , ist involnlorisch, und zwar entsprechen die 
Strahlen, welche durch die drei in einer Kidituns liegenden iCcken 
gehen, den ümthb'n ihrfsr G i-sun ecken. 

e) Die Tangenten, welche man von einem Punkte ans nach einem 
Kra'lscluiiM. >ieht, sind homologe Strahlen jedes iuvoluforischen Viel- 
strahls, dessen Strahlen durch die Ecken eines umheschriehenen Vier- 
sei ts bestimmt werden. 

f) Wenn ein Punkt auf der Curve liegt, so ist die Tangente die- 
ses Punktes eiu Hauptstrahl der Involution, welche entsteht, wenn man 
von jenem Punkt aus nach den teehs Ecken eines umliescliriebenen 
Vierseits gerade Linien zieht. 

Die Transversale MN (Fig. 124) ■wird von den in A con- 
vergirenden Seiten des Vierecks ABCD in den Punkten «', 
ß 1 , y' und von den li iL' htm igen der (legenseiten in den Punk- 
ten «, /?, y geschnitten. Nim liegen gegen die Richtung ED 
perspektivisch und sind also auch conform die Vielstrahlcn 

A, BCD^ A C, BAD/? 
folglieh y'ß'a'ß A afFfß (§.30). 

a ß'yß Ä yßaß' (Erläuterungen zu g. 17), 
folglich . y'ß'a'ß 7\ yßaß' 

Es ist also die Reihe yßay'ß'a' involutorisch (§. 21). 

Ist nun um das Viereck ABCD irgend ein Kegelschnitt 
beschrieben, welcher die Richtung der Transversalen in den 
Punkten M und M' schneidet , so ist auch nach g. 103 , a 
Vielstrahl B, MM'DC A A, MM'DC, also MM'ßa A Mi&'a'ß*, 
aberuach den Erläuterungen von g. 17 auch MM'a'ß' A M'M/S'a', 
mithin auch MM'ßa A M'Mß'a'. 
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Es ist demnach auch die Reihe MaßK'a'ß' involutorisch 
(§.21), und weil die Involution schon durch die Reihe aßa'ß' 
bestimmt ist, so sieht man, dass die Punkte M und M' der 
Curve homologe Punkte der Involution sind , welche durch 
die Seiten irgend eines inbeschriebenen Vierecks bestimmt 
sind. Berührt die Transversale den Kegelschnitt, so fallen die 
zwei Punkte M und M' in einem Ort zusammen, und der Be- 
rührungspunkt ist also ein Hauptpunkt der Involution, 

Die folgenden drei Siitze gehen aus dem Vorausgehenden 
mittelst des Rnipiodriit^i^eUes §.108 unmittelbar hervor. 
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Achtes Bncli. 

Symbolische Geometrie. 

A. Imaginäre Punkte und Richtungen ebener Systeme. 

§. 115. Die einstimmige involulorjsche Punktreihe hat keine reellen, 
wohl aber zwei imagiiiiire Hauptpunkte, welche iturcli zwei Paare homolo- 
ger Punkte vollkommen bestimmt sind. Ebenso liefert auch der einstim- 
mige in volu tonsehe Vielstrahl in seinen Hauptstrahlen zwei imaginäre 
Strahlen, die durch zwei Paare seiner homologen Strahlen vollkommen 
bestimmt sind. Ein ebenes System kann eben so viele Paare von ima- 
ginären Punkten und imaginären Strahlen enthalten, als es einförmige 
Gm ii dge bilde liusehlicsst, ja es können auf jeder Richtung beliebig 
viele Paare imaginärer Punkte, und in jedem Vielstrahl beliebig viele 
Paare imaginärer Strahlen liegen, wenn in jedem dieser Gebilde eben 
so viele einstimmige Involutionen vereinigt sind. 

Aus dem Begriff dieser imaginären Elemente ergeben sich folgende 
Kegeln: 

a) Die imaginären Punkte sowohl als die imaginären Richtungen 
eines ebenen Systems gehören paarweise zusammen. 

b) Jedes Paar zusammengehöriger imaginärer Punkte liegt auf einer 
teellen Richtung, aus welcher es durch Involution hervorgegangen ist. 
Jede andere Richtung, welche blos durch einen imaginären Punkt eines 
Paares geht, ist selbst imaginär; auch inuss die Richtung, welche zwei 
nicht zusammen gehörige imaginäre Punkte verbindet, als imaginär be- 
trachtet werden. 

c) Jedes Paar zusammen gehöriger imaginärer Richtungen eonver- 
girt in einem reellen Punkt, dem Scheitel des Viel Strahls, aus welchem 
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es durch Involution hervorgegangen ist. Jeder andere Punkt, welcher 
auf eineT dies« in;a ulnaren Hlcjuuiim'u lii'^i., ist si'Ihai imaginär; auch 
muss der Convergenzpunkt zweier nicht zusammen gehijrigtjr iiiMgiiiüra 
Eichtungen als imaginär betrachtet werden. 

Sind auf einer Richtung zwei Paare homologer Punkte 
A, A', B, B' gegeben, so ist die ganze Involution bestimmt, 
und es kann zu jedem weitem Punkt sein homologer Punkt 
und demnach auch der Centralpunkt Q der Involution gefun- 
den werden {§. 22). Ist dieser gefunden, so lehrt die liege! 
(g. 20), wie auch die Hauptpunkte der Involution bestimmt 
werden. Wenn man nämlich das Produkt der Abschnitte, in 
welche die Entfernung AA' durch den Centralpunkt Q getheüt 
wird mit p, und die Entfernungen der Hauptpunkte von Q mit a 
und a' bezeichnet, so folgt aus den Erläuterungen des g. 20, dass 
für die entgegengesetzte Involution a=-f- VPi a' = — "\/p, 
für die einstimmige Involution a=-|-V~P> a' = — V~P- 

Unter allen den reellen Punkten, welche in gewissen Ent- 
fernungen von dem Centralpunkt Q abstehen, ist also keiner, 
der ein Hauptpunkt der einstimmigen Involution wäre; dem- 
nngeaclitet. sind aller diese Hauptpunkte doch auch nicht über- 
haupt bloss nicht wirklich und unmöglich , so dass man nichts 
von ihnen aussagen könnte, sondern sie sind trotz ihrer Un- 
möglichkeit bestimmt, indem ihre Entfernung vom Centralpunkt 
durch einen Ausdruck dargestellt ist, der ganz den Charakter 
einer bestimmten Grosse hat, wodurch er von allen anderen 
unterschieden werden kann. Wegen dieser Bestimmtheit, 
welche solchen nicht reellen Punkten zukommt, abstrahirt 
man von ihrem Mangel an Realität und gestattet ihnen , un- 
ter dem Namen von imaginären Punkten, Bürgerrecht. 
Jede involutorische Reihe einer Richtung hat also zwei 
Hauptpunkte: die Hauptpunkte der entgegengesetzten Involu- 
tion sind reelle Punkte, die der einstimmigen Involution sind 
imaginär; in beiden Fällen liegen sie symmetrisch auf beiden 
Seiten des Centralpunkts Q , und für den Fall , dass p = o 
wird, fallen sie in einem Punkt, in dem Centralpunkt selbst, 
aufeinander , und sind in diesem Fall also jeden- 
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falls reell. Die Hauptpunkte der Involution, seien sie reell 
oder imaginär, sind bestimmt, sobald zwei Paare von homo- 
logen Punkten jener Involution gegeben sind. Trotz ihres 
Mangels an Realität kann man doch von ihrer Lage reden; 
denn einmal liegen sie auf der Richtung der involutorischen 
Reihe der sie angehören, sodann weiss man, dass sie mit 
keinem reellen Punkt dieser Reihe zusammen fallen ; wenn fer- 
ner in derselben Richtung zwei oder mehrere einstimmige in- 
volutorische Reihen vereinigt sind, so muss man senlicssen, 
dass die imaginären Hauptpunkte derselben aufeinander fallen, 
wenn diese involutorischen Reihen mit allen ihren homologen 
Punkten aufeinander lallen, was allemal geschieht, wenn sie 
es mit zwei Paaren homologer Punkte thun. Im letztem Falle 
haben die imaginären Hauptpunkte, beider Reihen zugleich auch 
dieselbe Formel + V — p. Fallen aber zwei in einer Rich- 
tung vereinigte involutorisciie Reiben nicht mit zwei Paaren 
ihrer homologen Punkte und also im Allgemeinen übet 1 lumpt, 
nicht aufeinander, so liegen auch ihre imaginären Haupt- 
punkte ausser einander und haben auch verschiedene Abstände 
+ y — p und ±V — p' von ihrem Centralpunkt. 

Der einstimmige involutorischc Vielstrahl, welcher sich 
aus der einstimmigen in v olut ori neben Reihe entwickelt, bat keine 
reellen Ifauptstrahlen, wenn diese keine reellen Hauptpunkte 
hat; aus demselben Grunde, wie oben, schreibt man aber 
auch seinen ILniptstiahfen wegen der Bestimmtheit, die ihnen 
so gut als den reellen Strahlen zukommt, eine Existenz, wenn 
schon blos eine imaginäre, zu. Trotz dem, dass ihnen die 
Realität abgeht, kann man auch von ihrer Lage reden; so 
weiss man, dass die zwei imaginären Hauptstrahlen einer In- 
volution wie die reellen Strahlen, zu denen sie gehören, in 
einem reellen Punkte, dem Seheitel ihres Vielstrahls, convergi- 
ren; man weiss, dass aber auf keinem solchen Strahl ein 
anderer reeller Punkt liegen kann, weil sonst der imaginäre 
Strahl selbst reell wäre, da durch zwei reelle Punkte nur eine 
reeUe Richtung geht etc. 

Wenn man es mit den imaginären Punkten eines ganzen 
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ebenen Systems zu thun hat, so hat man wohl auf die Merkmale 
derselben, welche ihnen ihrem Begriffe gemäss zukommen, zu 
achten. Also vor Allem darauf, dass die imaginären Punkte 
paarweise zusammen gehören, und dass die Punkte jedes 
Paares auf einer reellen Richtung liegen, sodann dass jede 
Gerade einer andern Richtung, welche blos durch einen von 
zwei zusammen gehörigen Punkten geht, selbst imaginär ist; 
denn wenn sie reell wäre, so würde sie ja die erste Richtung 
in. einem reellen Punkt schneiden, was gegen die Annahme 
ist. Aus dem gleichen Grande kann aber auch eine Gerade, 
welche zwei nicht zusammen gehörige Punkte zweier verschie- 
denen Punktreihen verbindet, nicht reell sein. Sobald man 
aber durch zwei zusammen gehörige imaginäre Punkte einer 
Reihe zwei Richtungen zieht, die also ebenfalls imaginär sind, 
so convergiien sie stets in einem reellen Punkt , so dass also 
ihr Convergenzpunkt reell ist und gezeichnet werden kann. 
Diess sieht man daraus, dass jeder ausserhalb derinvolutorischen 
Punkt reihe liegende Punkt der Scheitel eines mit jener Reihe 
perspektivischen Vielstrahls sein kann , dessen imaginäre 
Haupt strahlen durch die imaginären Punkte jener Reihe gehen. 
Zwei nicht zusammen gehörige imaginäre Richtungen können 
sich aber nicht in einem reellen Punkte schneiden. 

Die Beachtung der imaginären Punkte und Richtungen ist 
für die Geometrie von hohem Werthe, weil sie eine Allgemein- 
heit der Betrachtung und der Ausdrucksweise gewährt, die 
sonst Vergehens angestrebt wird. Diess werden schon die fol- 
genden Abschnitte, noch mehr aber das folgende Buch hin- 
länglich zeigen. 

B. Imaginäre Punkte und Tangenten der Kegelschnitte. 

§.116. Die iovolu torische Punktreihe auf dem Umfang eines Ke- 
gelschnitts führt zu reellen und imaginären Tunkten auf demselben, und 
die Tiuiücuten derselben zu imaginären Tangenten. Man bemerkt fol- 
cendi; Kiacn.-ctiiii'lou an ihnen: 

a) Jede Gerade sehneidet jede Kegel schnittscurve, mit der sie in 
einer Ebene liegt, in zwei Punkten, und heisst daher Sekante. Man 
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unterscheidet aber die eigen tliche Sekante, welche die Curve in zwei 
reellen Punkten schneidet, die uneigentliclie Sekante, welche 
die Curve in zwei zusammen gehörigen imaginären Punkten schneidet, 
und die reelle Tangente, welche durch zwei in einem Ort zusam- 
men fallende reelle oder imaginäre Punkte geht. 

b) Die iScluiiifpiinlife jeder .Sekante mit der Curve sind die 
Hauptpunkte der involutoi-isehcn Kcihc , welche durch die conjuLriricn 
Punkte ihrer llit.-lil.ujii; gebildet wird, sie sind also durch zwei Paare 
solcher conjugirter Punkte bestimmt. 

c) Von jedem Punkt aus kann man an einen Kegelschnitt, der mit 
ihm in einer Ebene liegt, zwei Tangenten ziehen. Man unterscheidet 
aber den iunern Punkt, welcher zwei reelle Tangenten gestattet, 
den äussern Punkt, in welchem zwei zusammen gehörige imagi- 
näre Tangenten convergiren, und den Punkt auf dem Umfang, 
in weichem zwei reelle Tangenten, oder auch zwei zusammen gehörige 
imaginäre Tangenten in einer Richtung zusammen fallen. 

d) Die Tangenten, welche man von irgend einem Punkte aus au 
den Kegelschnitt zieht, sind die zwei Ilauptstrahlen der Involution, 
welche die in ihm conjugirlen Richtungen bilden. Diese Tangenten 
sind also durch zwei Paare solcher conjugirtcr Kieiitungen gegeben. 

e) Durch jede zwei reelle Punkte der Curve, welche nicht coin- 
eidiren, geht also eine eigentliche Sekante, dimli jede zwei zusammen 
gehörige imaginäre Punkte, welche nicht coineidiren , eine uneigenlliehe 
Sekante; durch jede zwei reelle Punkte, und durch jede zwei zusam- 
men gehörige imaginäre Punkte geht, wenn sie coineidiren, eine reelle 
Tangente des Kegelschnitts. 

f) Die Tangenten jedes Paares zweier reellen auseinander liegender 
Punkte convergiren in einem äussern Punkt, die Tangenten jeder zwei 
auseinander liegenden, zusammen L'elieiiyren imaginären Punkte conver- 
giren in einem iunern Punkte, und die Tangenten zweier eoineidireu- 
den Punkte in einem Punkt der Curve selbst. 

Dass auch auf der Curve eines Kegelschnitts reelle und 
imaginäre Punkte liegen, und dass durch dieselben reelle und 
imaginäre Richtungen gehen, das folgt im Allgemeinen schon 
aus der involutorisehen Punktreihe und der involuto tischen 
Tangentenschaar, welche, je nachdem sie entgegengesetzte oder 
einstimmige Aufeinanderfolge haben, zu reellen oder nicht 
reellen Elementen führen. Man kann übrigens zeigen, dass 
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diese reellen und nicht reellen Elemente mit den reellen und ima- 
ginären Punkten und Richtungen der einförmigen Grundgebilde 
zusammen fallen, und damit ist die Identität mit den imaginären 
Elementen des vorausgehenden Abschnitts erwiesen. Befindet 
sich nämlich eine Gerade MN (Fig. JOS) und ein Kegelschnitt 
tn einer Ebene, so bestimmen sie zwei involutorisclic. Systeme, 
welche die Gerade MN zur Axe und ihren Pol zum Cen- 
trum haben, und jeder Strahl des Centrums bezeichnet auf 
dem Umfang des Kegelschnitts zwei homologe Punkte dieser 
Systeme. Jeder Vielstrahl nun, welcher mit seinem Scheitel 
in irgend einem Punkt A des Umfaugs liegt, und dessen Strah- 
len durch die involutorischen Punkte B, B', C, C etc. gehen, 
ist ebenfalls involutorisch (§.105), und bestimmt auch auf der 
Axe eine involutorisclic Reihe ßß'y/, so dass die involutori- 
schen Punkte der Kegelschnitieurve und die ihnen entspre- 
chenden Punkte der involutorischen Reihe der Axe paarweise 
auf denselben Strahlen des involutorischen Vielstrahls A lie- 
gen. Jedes Paar homologer Punkte der Involution der Axe, 
sind conjugirt- Um diess zu sehen, ziehe man von dem Punkt 
A' aus, welcher auf der Curve dem Punkte A homolog ist. 
die Richtungen A'B und A'B', so couvergiren die Richtungen 
AB' und A'B , so wie AB und A'B' in den Punkten ß' und ß 
der Axe (§. 106), und weil ABB'A' ein inbeschriebenes Vier- 
eck ist, welches die Eigenschaft hat, dass die Convergenz- 
purtkte der Gegenseiten D', ß 1 ß' ein Polardreieck bilden, so 
sind die Punkte ß und ß' conjugirt (§. 109, e, f). Zieht man 
also noch vom Gentium aus nach den Punkten ß, ß', y,y' 
Strahlen, so bestimmt der involutorisclic Vielstrahl A zugleich 
die involutorisehe Reihe B C B' C auf der Curve', die än- 
volutorische Reihe ßyß'y' auf der Axenrichtung und den in- 
volutorischen Vielstrahl 0, ßyß'y' des Celltrums. Die Haupt- 
strahlen des Vielstrahls bezeichnen also zugleich auf der 
Axe und auf der Curve die Hauptpunkte, und die Hauptpunkte 
der zwei letzteren müssen an denselben zwei Orten M und 
N zusammen fallen, und durch die gleichen Punkte müssen 
auch die Ilauptstrahlen des mit A perspektivischen Vielstrahls 
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gehen, und überdiess werden die Hauptstrahlen des Viel- 
strahls die Curve berühren, weil an dem Ort, den der 
Haupts trahl mit der Curve gemein hat, die zwei Pmikte der 
Curve, durch welche er geht, auf einander fallen. Ist nun die 
Involution de.-- bestimmenden Vielsirahls A von entgegen geset.z- 
ter Lage, so sind es auch alle übrigen abhängige» Involutio- 
nen; die Hauptstrahlen des Vierstrahb A sind reell und be- 
zeichnen die reellen Hauptpunkte M und N, in welchen die 
Hauptpunkte der Curve und der Axe zusammen fallen, und 
in welchen die Curve von den Hauptstrahlen des Viclsttahls 
berührt wird ; ist aber die Involution des Vielstrahls A. von 
einstimmiger Lage, so sind die Hauptstrahlen desselben imagi- 
när und bezeichnen also auch auf der Axe und der Curve 
zwei imaginäre gemeinschaftliche Hauptpunkte (§-115, c), in 
welchen auch nur von den imaginären Hauptstrahlen des Cen- 
trums eine Berührung vollzogen werden kann. Die Axe 
MN des letztem Falles, welche mit der Curve nur zwei ima- 
ginäre Punkte gemeinschaftlich hat, heisst eine nneigentiiehe 
Sekante, und der Punkt 0, in welchem nur zwei imaginäre 
Tangenten der Curve convergiren können, heisst ein innerer 
Punkt, Es können auch die zwei Hauptstrahlen des Viel- 
strahls Ü in einer Richtung zusammen fallen, dann berührt 
die Axe die Curve, weil sie nur diese Punkte mit ihr gemein 
hat, und es fallen auch die zwei Hauptstrahlen in eine Rich- 
tung zusammen, und der Punkt muss auf der Curve selbst 
und zwar in dem lieriümiiigspiuikt liegen. 

C. Ir- und umbeschrieb eno Vielecke. 

§. 117. Durch die imaginären Punkte und Tangenten einer Curve 
erleidet auch der liegrilT der in- und innbescliiicbenen Vielecke, eine 
Erweiterung. 

a) Drei reelle Punkte der Curve bestimmen ein eigenllicbes inbe- 
sr:hiißbi.';ies Dreieck, das drei reelle Selten bat. Ein reeller Punkt und 
ein Paar imaginärer Punkte bestimmen ein uiieigcmlirlies mbc-chncui;- 
nes Dreieck, welches eine reelle und zwei imaginäre Seiten hat. 

b) Vier reelle Punkte der Curve bestimmen ein eigentliches in- 
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beschriebenes Viereck, das sechs reelle Seiten hat. Ein Paar reeller 
und ein Paar imaginärer Punkte, so wie auch zwei Paare imaginärer 
Punkte bestimmen ein un eigentliches inbeschriebenes Viereck, das zwei 
reelle und vier imaginäre Seiten hat. 

c) Fünf reelle Punkte der Cnrve bestimmen ein eigentliches inbe- 
schriebenes Fünfeck, das zehn reelle Seiten hat. Bin Paar imaginärer 
Punkte und drei reelle Punkte der Curve bestimmen ein uneigentlirlies 
inbeschtiebeues Fünfeck . das -vier reelle und sechs imaginäre Stilen 
hat. Zwei Paare imaginärer Punkte und ein reeller Punkt bestimmen 
ein uucisieiillichoü inbesehriebenes Fünfeck, das zwei reelle und acht 
imaginäre Seilen hat. 

d) Drei .reelle Tangenten bestimmen ein eigentliches uiubesehrie- 
benes Dreiseit, das drei reelle Ecken hat. Ein Paar imaginärer Tan- 
genten und eine reelle Tangente einer Cnrve bestimmen ein tmei deutli- 
ches umbe schriebe nes Dreiseit, das ein reelles Fck und zwei imaginäre 
Ecken hat. 

e) Vier reelle Tangenten einer Cnrve bestimmen ein eigentliches 
umbescilrieberies Yierse-it, das sechs reelle Ecken hat. Eiu Paar -reel- 
ler und ein Paar imaginärer Tangenten, so wie auch zwei Paare ima- 
ginärer Tangenten bestimmen ein micigcntbches umbeschriebenes Vier- 
seit, das zwei reelle und zwei imaginäre Ecken hat. 

f) Fünf reelle Tangenten bestimmen ein eigentliches umbeschriebe- 
nes Fünfseit. das aelm reelle Ecken bat. Ein Paar imaginärer und drei 
reelle Tangenten bestimmen ein uneiscmliclics unibe-c Uneben es Fünf- 
seit, das vier reelle und sechs imaginäre Ecken hat. Zwei Paare ima- 
ginärer Tangenten und eine reelle Tangente bestimmen ein uneigeiifli- 
ches umbeschriebenes Fünfseit, das zwei reelle und acht imaginäre 
Eeken hat. 

§. 118. Ein Kegelschnitt ist durch fünf Punkte seines Umfanges, 
auch wenn ein oder zwei Paare von imaginären Punkten darunter sind, 
und ebenso durch fünf Tangenten, auch wenn eiu oder zwei Paare 
imainniirer Tangenten darunter sind, vollkommen bestimmt. Um ein 
c::;enHk-lies und um ein uneigenfiiehes gegebenes Fünfeck, in ein 
eraiilliciies. and in ein uneigentliches gegebenes Fünfseit kann also nur 
ein einziger Kegelschnitt beschrieben werden. Zur Construction solcher 
Kegelschnitte sind folgende Sätze vou "Wichtigkeit 1 , 

a) Wenn man von zwei gegebenen Punkten der Kegels chnittcurve 
zwei Richtungen Dach eiuetn dritten Punkt dieser Cucve zieht, und die 
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homologen Richtungen für irgend eine Involution des Kegelschnitts auf- 
sucht, so couvergiren auch sie in einem Punkt der Curve des Kegel- 
schnitts. 

h) Wenn man auf zwei gegebenen Tangenten die Convergenz- 
punkte mit| ciner dritten Tangente bestimmt, und die homologen 
Punkte derselben für irgend eine Involution des Kegelschnitts aufsucht, 
so liegen auch sie auf einer Richtung, welche denselben Kegelschnitt 
berührt. 

c) Wenn zwei uneigentliche Sekanten eines Kegelschnitts gegeben 
sind, so liegen die zwei Punkte derselben, welche den in ihrem Con- 
vi.'ri'en/;>imU \ereinigien Punkten eonjugirt sind, auf der Geraden, 
welche durch die zwei Pole der niicigemliehen Sekanten geht. 

d) Wenn zwei innere Punkte eines Kcgelscliiiüij gegeben sind, so 
canv(.'i'!;.in.Ti die zwei Strahlen derselben, welche den in ihrer Verbin- 
dungslinie liegenden Hii:li!iin;;en eunjuiiri sind in einein Punkt, in wel- 
chem die Polaren jener inneren Punkte convergiren. 

Der erweiterte Begriff der Sekante führt unmittelbar zu 
einem erweiterten Begrili' der inbeschnebenen Vielecke, und 
ebenso führt der Begriff der äusseren und inneren Punkte als 
Convergenzpunkte eines Paares reeller oder imaginärer Tan- 
genten zu einem erweiterten Begriff der umbesohriebenen Viel- 
seite. Man wird bemerken, dass eine un eigentliche Sekante 
und ein reeller Punkt auf einer Kegelschnittcurve ein unei- 
gentliches Dreieck bestimmen, das eine reelle Seite, nämlich die 
Richtung der uneigentlichen Sekante und zwei imaginäre Sei- 
ten , nämüch die Richtungen, welche den reellen Punkt mit 
den zwei Sc!mh.i|timkieii der Sekante verbinden, und welche 
nach §. 115, b selbst imaginär sind. Ebenso wird man sehen, 
dass durch zwei Sekanten stets ein inbeschriebenes Viereck 
bestimmt wird, welches über uneigentlich ist, sobald eine der- 
selben ulieigentlich ist (§.116, a); femer dass durch einen reellen 
Punkt und zwei eigentliche oder uneigentliche Sekanten ein 
inb es ch ri ebenes Fünfeck bestimmt ist. Ebenso convergiren 
nach g. 116, c in jedem Punkt, sei es ein innerer oder äusse- 
rer zwei Tangenten des Kegelschnitts, es sind also durch je- 
den solchen Punkt, wenn der Kegelschnitt gegeben ist, auch 
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ein Paar reeller oder imaginärer Tangenten gegeben. Es ist 
also durch eine Tangente und einen Punkt in der Ebene des 
Kegelschnitts ein uinhesehricbenes Dreieck, durch zwei Punkte 
ein umgeschriebenes Viereck, durch zwei Punkte und eine 
Tangente ein unbeschriebenes Fünfeck gegeben. 

Es ist von Wichtigkeit zu bemerken, dass auch die Sätze 
g. 103, b und d dir diese erweiterten Begriffe noch ihre volle Gül- 
tigkeit haben, dass niimlich eine Kegelschnittcurvc durch fünf 
Punkte auch wenn ein oder zwei Paare imaginärer Punkte 
darunter sind, und durch fünf Tangenten, auch wenn ein oder 
zwei Paare imaginärer Tangenten darunter sind, vollkommen 
bestimmt sind. Um sieh hiervon zu überzeugen, betrachte man 
die Strahlen, welche von zwei Punkten A und B (Figur 108) 
einer Kegelschnittcurve nach einem dritten Punkt C derselben 
Gurve gezogen werden, und suche für irgend eine Involution 
ÄBA'B' des Kegelschnitts, welche durch das Centrum und die 
Axe MN bestimmt ist, diejenigen Strahlen der involutorischen 
Vielstrahlen A und ß, welche den Strahlen AC und BC homolog 
sind. Nun weiss man, dass in jedem solchen inbeschriebenen 
Vielstrahl, dessen Scheitel auf der Curve liegt und dessen Strah- 
len durch die involutorischen Punkte des Kegelschnitts gehen, 
eben denjenigen zwei Strahlen homolog sind, welche durch 
zwei homologe Punkte der Curve gehen (§. 105). Nun ent- 
spricht aber dem Punkt C der Curve nur ein einziger homologer 
Punkt C, es innss also auch sowohl der Strahl des Vielstrahls A, 
welcher mit AC homolog ist , als aucli der Strahl des Viel- 
strahls B, welcher mit BC homolog ist, durch einen und den- 
selben Punkt C der Cur.e gehen. Durch die Involution der 
conjugirlen Punkte der Axe MN können aber, wenn sie gegeben 
ist, jederzeit zu den durch die Strahlen AC und BC gegebe- 
nen Punkten y und d der Axe die conjugirten Punkte ■/' und 
d', und eben damit auch die Richtungen Ay' und ßd', und 
also der Punkt C, welcher mit C homolog ist. gefunden wer- 
den. Man sieht hieraus, wie durch drei Punkte A, B, C auf 
einer Kegelschnittcurve, wenn noch eine Sekante und ihre 
reellen oder imaginären Schnittpunkt durch zwei Paare hoiuo- 
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loger Punkte gegeben sind, d. h. wie durch drei reelle und 
ein Paar imaginärer Punkte noch ein vierter reeller Punkt be- 
stimmt ist. Bestimmt man nun auf dieselbe Weise den Punkt 
A', welcher durch die homologen Richtungen von BAundCA 
gefunden wird, und den Punkt B', welcher durch die homo- 
logen Richtungen von AB und CB gefunden wird, so hat 
man sechs Punkte auf der Linie und man wird einsehen, dass 
alle Punkte der Curve bestimmt sind (§. 103, b). 

Sind drei Tangenten a, b, c, *) die in drei Punkten eon- 
vergiven, welche nach den gegenüber liegenden Seiten mit C, 
B und A bezeichnet sind, und sucht man zu dem Strahl OC 
des gegebenen involutorischen Vielstrahls den homologen 
Strahl, welcher die Tangente C in dem Punkte a schneidet, 
ferner zu dem Strahl OA den homologen Strahl , welcher die 
Seite b in dem Punkt ©' schneidet, so wird auch C'<5' eine 
Tangente der Kegelschnitte sein. Diess folgt schon nach dem 
Gesetz der Reciprocität der Kegelschnitte aus dem vorausge- 
henden Satze; und weil man auf dieselbe Weise noch zwei 
andere Tangenten des Kegelschnitts construiren kann, so bat 
man sechs Tangenten des Kegelschnitts, von denen fünf 
schon vollkommen bestimmt sind. Es ist also ein Kegelschnitt 
auch durch fünf Tangenten bestimmt, wenn ein Paar derselben 
imaginär und durch die Involution eines Vielstrahls gegeben 
sein sollte. 

Sind (Fig. 125) zwei uneigentliche Sekanten des Kegel- 
schnitts ««' und aa.' und die Involution ihrer conjugirten 
Punkte durch zwei Paare von homologen Punkten aa'ßß\ 
aa.'W gegeben, wobei vorausgesetzt werden kann, dass die 
Punkte a' und a' im Convergcnüpunkt Q der Sekanten ver- 
einigt seien , so wird man , gestützt auf §. 108 , c schllessen, 
dass «V durch die Pole P und $J der Richtungen aa' und na' 
geht. Ist also noch ein Punkt C auf der Curve gegeben, und 



-) Man wird leicht die dum Folgenden zu Grunde liegende Figur c 
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zieht man von demselben aus Strahlen durch die Punkte der 
involutorischen Reihe aa'ßß', so entsteht ein involutorischer 
VM-stvaiil C, aa'ßß'. Nach der Erläuterung dos g. 11(> bo/eich- 
net derselbe auch auf der Curve Punkte, welche zweien invo- 
lutorischen Systemen des Kegelschnitts angehören, die die Rich- 
tung aa' zur Axe und den Pol P derselben zum Centrum 
haben. Die Punkte, welche also durch ein Paar homologer 
Strahlen Ca und Ca' auf der Curve bezeichnet werden, sind 
selbst homologe Punkte dieser Involution des Kegelschnitts 
und liegen mit dem Punkt P in einer Richtung. *) Ebenso 
verhält sich auch der involutorisehe Vielstrahl C,an'bv'. Weil 
nun die Richtung a'af durch die Centra P und $ dieser zwei 
Involutionen des Kegelschnitts geht, so sind die Punkte, in 
welchen sie die Curve schneidet, dadurch ausgezeichnet, dass 
sie sowohl hinsichtlich der einen als auch hinsichtlich der an- 
deren Involution homolog sind {§. 106). Ueberdiess sind die 
Centra P und $ innere Punkte des Kegelschnitts, weil sie die 
Pole der uneigentlichen Sekanten ««' und ßß' sind, die Rich- 
tung aa' ist also eine eigentliche Sekante und sehneidet die 
Curve in zwei reellen Punkten M und N. Diese Punkte kön- 
nen leicht construirt werden, weil auch die Strahlen CM 
und CN sowohl in dem involutorischen Vielstrahl C, aa'ßß', 
als auch in dem involutorischen Vielstrahl Caa'bb' homolog 
sind. Construirt man also diese Richtungen nach Aufgabe 21, 
so bestimmen sie auf aV zwei reelle Punkte M und N der 
Curve. Es sind somit drei Punkte C, M, N der Curve be- 
kannt, und die Curve selbst ist, weil ausserdem noch imagi- 
näre Punktpaare gegeben sind, wie die vorausgehende Deduk- 
tion gezeigt hat, bestimmt, und kann gezeichnet werden. 
Ganz auf ähnliche Weise construirt man auch einen Kegel- 
schnitt , wenn eine reelle und zwei Paare imaginärer Taugen- 
ten durch zwei Paare involutorischer Vielstahlen gegeben 
sind. Sind P, aa'ßß 4 und Sß, aa'W die zwei involutorischen 

*) Dieser Säte ist im fuSg-uiidoti Ali.jdiniii auiulniekli^h angeführt und alle- 
dem. Gesell der harmonischen Tlieüung direkt bewiesen (siehe g. 130, e). 
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Viel strahlen, deren Hauptstrahlen die imaginären Tangenten 
bestimmen, und in welchen die der Schcitellmie P^ß homo- 
logen Strahlen in dem Punkte Q convergiren, während jene 
Vielstrahlen P und Sß auf der gegebenen reellen Tangente 
CD, die involutorischen Reihen aa'ßß', aa'W bezeichnen, so 
darf man nur die Punkte M und N, welche hinsichtlich bei- 
der Involutionen homolog sind, aufsuchen und mit Q verbin- 
den, so sind die Verbindungslinien zwei weitere reelle Tan- 
genten des Kegelschnitts. 

D. Gemeinschaftliche Sekanten und Vielstrahlen. 

§. 119. Auch der Begriff der gemeinschaftlichen Punkte und 
Tangenten zweier KfjicisdmiHe erfordert jetzt eine Erweiterung. 

a) Haben zwei Curven der zweiten Ordnung zwei Punkte mit ein- 
ander gemein, so heisst die Richtung, welche durch die-elben seht, 
eine eigentliche oder un eige n tlicli e gemeinschaftliche Sekante, 
je nachdem jene Puutte reell oder zusammen gehörig huaginlir sind. 
Man erkenn: übrigens die eine wie die andere dieser Sekanten daran, 
das* jede zwei Punkte ihrer Richtung, welche in Beziehung auf die 
eine Curve conjugirt sind, es auch in Bezii-harri auf die andere sind. 

b) Die eigentliche gcmck-cli^niiclu- Sekante kann gegen die zwei 
Curven eine gleichartige oder eine ungleichartige Lage haben. Gleich- 
artig ln>is=t diese Lage, wenn jeder Punkt ihrer Richtung im Verhäli- 
niss zu beiden Curven zugleich ein innerer oder auch zugleich ein äus- 
serer ist; ungleichartig heisst sie, wenn jeder ihrer Punkte, welcher 
ein innerer Punkt der einen Curve ist, zugleich ein äusserer der an- 
dern ist. Jede un eigen dicke ückai^e hat gegen die zwei Curven stets 
eine gleichartige Lage, indem ihre Punkte im Verhältniss zu beiden 
Curven äussere sind. 

c) Haben zwei Curven der zweiten Ordnung zwei Tangenten ge- 
mein, so heisst der Vielstrahl ihres Convergenzpunktes ein äusserer 
oder ein innerer genieifisekiiiijicIieT VieSsUälil, je nachdem jene Tan- 
genten reell oder zusammen gehörig imaginär sind. Uebrigens erkennt 
man den innern wie den äussern Vielstrahl daran, dass jede zwei 
Strahlen, welche in Beziehung auf die eine Curve conjugirt sind, es 
auch in Beziehung auf die andere sind. 

d) Der äussere gemeinschaftliche Yiei-üaul, kauu gegen seine zwei 
Curven eine gleichartige oder eine ungleichartige Lage haben. Gleich- 
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artig heisst diese Lage, wenn jeder Strahl desselben in beiden Curven 
zugleich eine eigentliche oder zugleich eine uneigenfliche Sekante ist; 
uni r li:ichartig heisst sie, wenn jeder Strahl, welcher eine eigentliche 
Sekante der einen Curve ist, eine uneigentliche Sekante der andern ist. 
Jeder innere {rernftinichafiliäLK Vielstrahl hat stets eine gleichartige 
Lage gugfiu die zwei Curvcn, in dem jeder Strahl desselben eine 
eigentliche Sekante der beiden Curvcn ist. 

Dass zwei Curven zweiter Ordnung auch ein Paar zusam- 
men gehöriger imaginärer Punkte und also auch eine uneigent- 
liclic Sekante gemeinschaftlich haben können, folgt unmittelbar 
aus §.118, wonach eine solche Curve durch fünf Punkte ihres 
Umfanges auch für den Fall bestimmt ist, dass ein Paar imaginä- 
rer Punkte darunter sind. Man kann nach der dort gegebenen 
Regel beliebig viele solche Curven zeichnen, welche alle durch 
dieselben zwei imaginären Punkte gehen, und sonst von ein- 
ander verschieden sind. Wenn nun aber eine gemeinschaft- 
liche Sekante mit 2wei Curven der zweiten Ordnung nur ein 
und dasselbe Paar von reellen oder imaginären Punkten gc- 
meinf-chaftlicu hat, so inuss auch die Involution ihrer conju- 
girten Punkte in Beziehung auf beide Kegelschnitte eine und 
dieselbe sein, und umgekehrt: so oft dieses Merkmal an den 
Punkten bemerkbar ist , so wird man schliessen, dass sie eine 
gemeinschaftliche, eigentliche oder uneigenfliche Sekante der 
zwei Curven ist. 

Ebenso schliesst man auch, gestützt auf g. 1 18, dass zwei 
Curven zweiter Ordnung ein Paar zusammen gehöriger, ima- 
ginärer Tangenten gemeinschaftlich haben können, welche in 
ihrem stets reellen Convergenzpunkt einen grmeinschal'l liehen 
Vielstrahl bestimmen, der, sei es ein innerer oder äusserer, 
an dem Merkmal erkannt wird, dass die Involution seiner con- 
jugirten Strahlen in Beziehung auf beide Curven dieselbe ist. 

Hinsichtlich der eigentlichen gemein^chiniichen Sekanten 
und Vielstrahlen ist noch in Betreff ihrer Lage eine Verschie- 
denheit möglich, die nicht übersehen werden darf. Durch die 
reellen Punkte, in welchen die eigentliche Sekante die zwei 
Curven schneidet, wird sie in zwei Abschnitte gctheilt, von 
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welchen der eine' die endliche Strecke zwischen jenen Punk- 
ten ist, während der andere aus zwei unendlichen Aesten be- 
steht, die in einem Punkt des unendlichen Raumes zusammen- 
hängen. Die Endpunkte der Strecke sind die Hauptpunkte 
der Involution , welche durch die conjugirten Punkte ihrer 
Richtung gebildet wird (§, 111, b), sie werden also von jedem 
Paar der conjugirten Punkte harmonisch getrennt, so dass der 
eine Punkt eines solchen Paares auf der endlichen Strecke, 
der andere ausserhalb derselben liegt. Wenn nun der eine 
dieser Punkte im Verhältniss zu dem einen Kegelschnitt ein 
innerer ist , so ist der andere ein äusserer Punkt desselben. 
Es kann also sehr wohl dor Fall eintreten, dass von zwei 
conjugirten Punkten einer gemeinschaftlichen, eigentlichen Se- 
kante, derselbe Punkt im Verhältniss zu dem einen Kegel- 
schnitt ein innerer, und im Verhältniss zum andern Kegelschnitt 
ein äusserer ist , dann zeigt aber auch sein conjugirter Punkt 
eine solche ungleichartige Lage, und an dieser Eigenschaft 
der ungleichartigen Lage nehmen auch alle andern Punkte der 
gemeinschaftliehen Sekante Antheil ; da alle Punkte der end- 
lichen Strecke dieselbe Lage gegen einen und denselben Ke- 
gelschnitt haben. Die gemeinschaftliche, eigentliche Sekante 
kann also nicht nur eine gleichartige, sondern auch eine un- 
gleichartige Lage gegen ihre zwei Curven haben. Man wird 
leicht sehen, wie dieselben Verhältnisse bei einem gemein- 
schaftlichen, äussern Vielstrabl wiederkehren, und zur Unter- 
scheidung der gleichartigen und ungleichartigen Lage berech- 
tigen. 
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Collineation der Kegelschnitte. 

A. Projekttvische Collineation der Kegelschnitte, 

%. 120. Zwei Kegelschnitte sind homologe Curven zweier c 



bezogenen Kcg 
a) Sind i 



Richtungen homolog, 



jugirt ist, so sind auch dies 
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Sind in dem System eines Kegelschnitts drei Punkte A, 
B, C *) und die Tangenten der Punkte A und B, welche in 
D convergiren, und in dem System eines andern Kegelschnitts 
die Punkte A', B', C und die Tangenten der Punkte A' und 
B', welche in D' convergiren, gegeben, so reichen die Vier- 
ecke ABCD und A'B'C'D' hin, um die Systeme der zwei Ke- 
gelschnitte collineUr auf einander zu beziehen (§.43), und es 
i'ragt sich jezt nur noch, ob auch die Kegelschnitte selbst ho- 
mologe Curvcn der Systeme sind, so dass jedem Punkt auf dem 
Umfang des einen Kegelschnitts wieder ein Punkt auf dem 
Umfang des andern Kegelschnitts entspreche. Durch jedes je- 
ner Vierecke ist aber auch andererseits der Kegelschnitt seines 
Systems vollkommen bestimmt. Denn die zwei Dreistrahlen 
A, BDC und B, DAC bestimmen die Conformität der Viel- 
strahlen, und in den Convergenzpunkten ihrer homologen Strah- 
lenpaare alle Punkte des Kegelschnitts ABCD. Und ebenso 
ist der Kegelschnitt A'B'C'D' durch die Dreistrahlen A', 
B'D'C und B', D'A'C bestimmt. Es gibt also zu jedem vier- 
ten Tunkt F des ersten Kegelschnitts nur einen einzigen vierten 
Punkt F' da zweiten Systems und dieser muss auf dem Umfang 
des Kegelschnitts liegen, weil die in F' convergirenden Strah- 
len der Vielstrahlen A' und B' den in F convergirenden Strah- 
len der Vielstrahlen A und B, und also auch wie jene unter 
sich homolog sind, und zugleich auf dem Umfang des Kegel- 
schnitts A'B'C'D' convergiren. Zwei Kegelschnitte können da- 
her auf sehr mannigfache Weise collineär auf einander bezo- 
gen werden, indem drei Paare von homologen Punkten nach 
Belieben angenommen werden können. So oft aber eine solche 
collineäre Beziehung festgestellt ist . so stehen alle anderen 
Punkte und Richtungen in bestimmter Abhängigkeit. Sind 
z. B. P und P' zwei solche homologe Punkte der zwei Systeme 
und zieht man nun im ersten System die Geraden PMN und 
PKL, und in dem anderen System die homologen Geraden 



u Grunde liegende Figur leicht selbst zeichnen, 
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P'M'N' und P'K'L', so sind hierduch in jedem System auch 
die Polaren p und p' der Punkte P und P' bestimmt, weil 
Pol und Polare die homologen Punkte der Involution harmo- 
nisch trennen (§. 106), und also die Schnittpunkte G und H der 
Polare p und die Schnittpunkte G' und H' der Polare p' con- 
struirt werden können. Eben desswegen ist aber auch PMNG 
A P'M'N'G', PKLH A P'K'L'H' (§. 17). Es sind also H und 
H', G und G' homologe Punkte, und die Polaren p und p' 
welche durch dieselben bestimmt werden, zwei homologe Ge- 
raden der zwei Systeme der Kegelschnitte (g. 42, d). Sind da- 
gegen zwei homologe Richtungen p und p' dieser zwei Systeme 
gegeben , so kann man auf denselben die homologen Punkte 
G und G', H und H' nehmen und zu ihnen in den betreffen- 
den Kegelschnitten die Polaren g und g', h und li' construi- 
ren. Dann sind aber nach dem unmittelbar Vorausgehenden 
g und g', h und h' homologe Richtungen, deren Convergenz- 
punkte P und P' also ebenfalls homolog sind (g. 42, e). Die 
Pole homologer Richtungen sind also selbst homolog. Sind 
endlich zwei homologe Richtungen p und p' und auf densel- 
ben zwei homologe Punkte G und G' gegeben, so sind also 
auch die Pole P und P' der homologen Richtungen p und p' 
homolog, daher müssen auch die Richtungen GP und G'P' 
homolog sein. Diese Richtungen sind aber zugleich auch 
den Richtungen p und p' conjugirt (g. 109, a). 

B. Perspektivische Colliucation zweier Kegelschnitte. 

§. 121. Haben zwei Kegels cli eitle eine jemeinsclial'iJiche Sekante 
»leicliacüser Lage, so sind sie für die Rieh hing derselben als Axe in 
doppeltem Sinne, nämlieh für zwei Centr.t pcrspeluivi^tli eellineär. Diese 
Colliueationssysteme sind noch dureil folgende Merkmale ausge/eitlmet: 

a) Die zwei Centra liegen mit den zwei Polen, welche der Rich- 
tung der Axe in den einzelnen Kegelschnitten entsprechen auf einer 
Geraden und werden durch dieselbe harmonisch getrennt. 

b) Diese zwei Pole trennen eineu der Pole von der Axe, während 
sie den andern mit ihr einschliessen. Die Cüllineation, in welcher Axe 
und Gentium von diesen Polen eingeschlossen werden, ist durch eine 
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einstimmige Lage, die andere ColHneation, in weichet Cenlrum und 
Axe durch diese Pole getrennt werden, durch eine enigegengetetite 
Lage der homologen .Klemcnte au s#e zeichnet. 

c) Die zwei Centra sind dio Scheitel zweier gemeinschaftlichen 
Vielstrahlen gleichartiger Lage. 

g. 122. Haben zwei KejrelselinitSe einen gerne in ^eliaftlichen Viel- 
Btrahl gleichartiger Lage, so sind sie für den Scheitel desselben als Cen- 
tnim in doppeltem Sinne, nämlich für zwei Axen, perspektivisch collincär. 

Diese Colline ali oassy steme sind noch durch folgende Merkmale 
ausgezeichnet : 

a) Die zwei Äsen convergiren mit den zwei Polaren, welche dem 
Scheitel des Yielstrahls in den einzelnen Kegelschnitten entsprechen, in 
einem Punkt, und werden durch dieselben harmonisch getrennt. 

t>) Diese zwei Polaren trennen auch die eine der Axen von dem 
Centrum, während sie die andere mit ihm einschlicssen. Die Collinea- 
lion, in welcher von diesen Polaren Axe und Centrum cinitcrdilij.^en 
wird, ist durch eine einstimmige Lage, die andere Collineation, in wel- 
cher Cenfrum und Axe durch diese l'ulare getrennt wird, ist durch eine 
entgegengesetzte Lage der homologen Elemente austrezeidinet. 

c) Die zwei Axen sind zwei gemeinschaftliche Sekanten gleichar- 
tiger Lage. 

Die gemeinschaftlichen Sekanten und Vielstrahlen gleich- 
artiger Lage stehen mit der perspektivischen Collineation zweier 
Kegelschnitte im engsten Zusammenhang. Ist die Gerade AB 
(Fig. 67) eine gemeinschaftliche Sekante gleichartiger Lage für 
die Kegelschnitte CDEF und C'D'E'F', und sind II und K 
äussere Punkte der Kegelschnitte , welche den Punkten S und 
L der gemeinschaftlichen Sekante conjugirt sind, so conver- 
giren die Polaren, welche diesen Punkten in den Kegelschnit- 
ten entsprechen in den Polen P und P' der gemeinschaftli- 
chen Sekante AB, und die Polaren des Punktes ß bezeichnen 
iiberdiess auf dem einen Kegelschnitt die Punkte C und D, 
und auf dem andern die Punkte C und D', während sie selbst 
in dem Punkte S convergiren, der dem Punkt R conjugirt ist. 
Weil nun aber der Pol P und seine Polare RS auch Centrum 
und Axe zweier involutorischen Systeme sind, welche die Curve 
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CEDF entsprechend gemein haben (§. 10G) , so sind auch CK 
und DK homologe Eichtungen dieser Systeme (§. 46, d) , wel- 
che ihrerseits wieder zwei homologe Punkte F und E auf der 
Curve bestimmen (§. 62, b). Es müssen also auch die Ver- 
bindungslinien FC und DE homologe Richtungen sein und in 
einem Punkt der Axe RS convergiren. Dieser Punkt ist offen- 
bar kein anderer als eben der Punkt L, welcher dem Punkte 
K conjugirt. ist, (§. 109, f). Ganz auf dieselbe Weise wird man 
auch im andern Kegelschnitt die Polaren der conjugirten Punkte 
und das Viereck C'E'D'F' construiren. Bezieht man nun aber 
zwei ebene Systeme so eollineär aufeinander, dass die Punkte 
K', L', C, D' den Punkten K, L, C, D homolog sind, so ist 
ihre Collineation vollkommen bestimmt (§-43). Diese Systeme 
befinden sich überdiess in perspektivischer Lage, weil sie die 
Richtung KL und auf derselben die drei Punkte K, L, S ent- 
sprechend gemein haben (§-45, c). Dass aber auch die zwei 
Kegelschnitte homologe Curven dieser zwei perspektivischen 
Systeme sind, das sieht man sogleich daran, dass die Verbin- 
dungslinien der vier Punkte C, D, K, L und der vier homo- 
logen Punkte C, D', K', L' nach dem Vorausgehenden in den 
Punkten F und E, F' und E' der zwei Curven convergiren, 
so dass also auch die Punkte F und F', E und E' der Curven 
homolog sind. Ausserdem convergiren auch die Tangenten 
der Punkte C und D, C und D' in dem Punkt R, weil die- 
ser der gemeinschaftliche Pol jener Richtungen ist, und es sind 
also die zwei Kegelschnitte homologe Curven der zwei per- 
spektivischen Systeme (§. 120). Das Centrum dieser Systeme 
wird durch die Verbindungslinie CC und DD' zweier Paare 
homologer Punkte bestimmt. 

Man hätte auch zwei Systeme so auf einander beziehen 
können, dass die Punkte K'L'D'C und KLCD sich ent- 
sprochen hätten, und man würde ganz auf demselben Wege 
gefunden haben, dass die Kegelschnitte auch noch für dieselbe 
Axe AB und ein anderes Centrum £> perspektivisch eollineär 
sind, welches durch die Verbindungslinien CD und CD' zweier 
Paare homologer Punkte bestimmt wird. 
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Die Lage der zwei Centra und D dieser CoIIineations- 
systeme kann aus dem Bisherigen Liclit erkannt werden. Denn 
weil die Axe AB beiden Collineationssystemen gemeinsam ist, 
so müssen auch die Pole P und P', welche der Richtung AB 
in den einzeln™ Kegelschnitten entsprechen, homologe Punkte 
beider Collineationssysteme sein (g. 120, b). Es muss also die 
Verbindungslinie PP' sowohl durch das Centruin Ü als auch 
durch das Centrum O gehen (§. 46, a). Die Punkte P, P', O 
und ö liegen also auf einer Geraden. Da ferner OGDDD'C 
ein vollständiges Viertelt ist, dessen Diagonalen CD und CD' 
durch die Punkte P und P', und die Diagonalen CD' und CD 
durch das Centrum Ö gehen, so sehliesst man, dass die Cen- 
tra und £> durch die Pole P und P' harmonisch getrennt 
werden (g. 41, d). Weil hiernach die Centra und D durch 
die. Richtungen CD und CD' getrennt werden, und die Axe 
KL durch den Convergcnzpunkt S derselben geht, so muss 
auch sie mit einem Centrum £) durch die Punkte P und P' 
eingeschlossen, und von dem andern Centruin D durch jene 
Punkte getrennt werden. Weil ferner diese Punkte P und P' 
homologe Punkte beider Collineationssysieme sind, so muss 
die Collineation für das Centrum D und die Axe AB, welche 
eine Einschließung erleiden, durch eine einstimmige Lage ihrer 
Elemente ausgezeichnet sein, während die Collineation für das 
Centrum und die Axe AB, welche durch die Punkte P und 
P' getrennt sind, eine entgegengesetzte Lage der homologen 
Elemente haben muss (g. 47, a). 

Endlich kann noch bemerkt werden, dass die zwei Centra 
und D die Scheitel zweier gemeinschaftlichen Vielilstrahlen 
gleicher Lage sind. Weil nämlich die Kegelschnitte für ein 
solches Centrum perspektivisch collmeär sind, so sind auf 
jedem Strahl desselben zwei homologe Richtungen OCundOC 
vereinigt (g. 45, c) , es sind also auch die Pole y und /, welche 
ihnen in den einzelnen Kegelschnitten entsprechen, homologe 
Punkte (§. 120, a), und die Verbindungslinie. ;■■;■■' geht also eben- 
falls durch das Centrum 0, folglich sind dieselben Strahlen- 
richtungeh OC und C7, welche in Beziehung auf den einen 
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Kegelschnitt conjugirt sind, auch in Beziehung auf den andern 
conjugirt (§. 109, a). 

Ganz auf die gleiche Weise entwickelt man auch die per- 
spektivische Collineation, wenn vorausgesetzt ist, dass die Ke- 
gelschnitte einen Vielstrahl gleichartiger Lage gemeinschaftlich 
haben. Man kann Schritt für Schritt dem folgen, was hier 
bei dem reeiproken Satec ausgeführt wurde, und es kann da- 
her die Durchführung dem Leser überlassen.bleiben. 

C." Gemeinschaftliche Punkte und Tangenten zweier 
Kegelschnitte. 

§. 123. Die Cutvea zweier Kegelschnitte haben immer zugleich vier 
Punkte und vier Tangenten gemeinschaftlich. Sie haben also zugleich ge- 
meinschaftlich ein inbeschiiebenes Viereck, sechs Sekanten, ein umbeschrie- 
benes Vierseit, sechs Vielstrahlen und ein Polardreicck, in dessen Ecken 
die drei Paar Gegenseiten des in beschriebenen Vierecks convergiren und 
in dessen Seiten die Richtungen der drei Diagonalen des umbeschrie- 
benen Vierseits liegen. Man kann übrigens folgende fünf besondere 
Fälle unterscheiden. 

a) Die vier gemeinschaftlichen Punkte sowohl, als 
auch die vier gemeinschaftlichen Tangenten sind reell. 
In diesem Fall sind die sechs jniriieh^eli.ittliehni Sr.'^mien sowohl ab 
auch die sechs gemeinschaftlichen Vielstrahlen reell und \on gleichar- 
tiger Lage, auch sind die drei Ecken und die drei Seiten des gemein- 
schaftlichen Polardreiccks reell. 

b) Die vier gemeinschaftlichen Punkte sind reell, 
aber die vier gemeinschaftlichen Tangenten sind ima- 
ginär. In diesem Fall sind die sechs gemeinschaftlichen Sekanten 
reell, aber nur zwei derselben haben eine gleichartige Lage; von den sechs 
gemeinschaftlichen Vielstrahlen sind nur zwei reell : die drei Ecken und die 
drei Seiten de- .uemeiuschüfrlidicn lAiliirdrcLccks sind reell, aber nur auf 
einer Seite liegen zwei reelle Ecken des umschriebenen Vierseits. 

e)Die vier gemeinschaftlichen Punkte sind zwar 
imaginär, aber die vier gemeinschaftlichen Tangenten 
sind reell. In diesem Fall sind von den sechs gemeinschaftlichen 
Sekanten nur zwei reell; die sechs gemeinschaftlichen Vielstrahlen sind 
reell, aber nur zwei haben eine gleichartige Lage; die drei Ecken und 
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die drei Seiten des gemeinschaftlichen Polardreiecks sind reell, aber 
nur in einem Eck convergiren zwei reelle Sekanten. 

d) Zwei gemeinschaftliche Punkte und zwei gemein- 
schaftliche Tangenten sind reell, die zwei andern ge- 
meinschaftlichen Punkte und die zwei andern gemein- 
schaftlichen Tangenten sind imaginär. In diesem Falle siüd 
nur zwei gern l- i n ~ u-i L.ifiS [ f.:-h c: Sekanten und zwei gemeinschaftliche Vicl- 
strahlen reell, von dem Polardreieck ist nur ein Eck und eine Seite, 
nämlich die Gegenseite jenes Keks, reell; die zwei andern Ecken und 
die zwei andern Seiten sind imaginär. 

e) Die vier gemeinschaftlichen Punkte und die vier 
gemeinschaftlichen Ecken sind imaginär. In diesem Falle 
sind ebenfalls nur zwei jicrueiii-djaftltche Sekanten und zwei -fKniein- 
sfhafilkiu: VJelsttahlen reell, lind in dem Polardreieck sind mir eio 
Eck und dessen Gegenseite reell. 

Die Curven zweier Kegelschnitte haben zum Mindesten 
zwei Punkte, gemeinschaftlich ; denn wollte man auch anneh- 
men, dass sie nur einen Punkt und also auch in demselben 
eine Tangente gemeinschaftlich haben, so lehrt §.116, a, dass in 
jenem Punkt wirklich zwei gemeinschaftliche Punkte der Cur- 
ven dieser Kegelschnitte vereinigt seien. Haben aber zwei 
Kegelschnitte zwei Punkte ihrer Curve gemein, so haben sie 
auch eine gemeinschaftliche Sekante. Diese Sekante hat eine 
gleichartige Lage gegen tue Kegelschnitte, wenn die gemein- 
sehnl'ilichen Punkte ihrer Curven, durch welche sie geht, ima- 
ginär sind; wenn aber diese Punkte, reell sind, so kann die 
Sekante eine gleichartige oder eine ungleichartige Lage gegen 
die Kegelschnitte haben. 

Haben nun zwei Kegelschnitte eine gemeinschaftliche Se- 
kante AB (Fig. 65 und 67) gleichartiger Lage, so sind sie für 
ihre Richtung als Axe perspektivisch collineär und haben auch 
zwei Vielstrahlen und D von gleichartiger Lage gemein- 
schaftlich (§. 121, c). Die Richtung 00, welche durch die 
Seheitel dieser Vielstralilcn gezogen wird, geht zugleich durch 
die Pole P und P', welche der Richtung AB in den einzelnen 
KegelschitiucH entsprechen (§. 121, a). Hieraus folgt, dass die 
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Scheitellinie 00 der gemeinschaftlichen Vielstrahlen im All- 
gemeinen keine gemeinsehiil'rüclie Tangente ist, und dass also 
von den zwei Paaren ihrer berührenden Strahlen keine zwei 
in einer IlichUing- zusammen fallen, sondern dass vielmehr die 
Hauptstrahlen der Vielstrahlen und Q vier gemeinschaft- 
liche Tangenten bestimmen , die im Allgemeinen eine verschie- 
dene Lage haben. Mehr als diese vier Tangenten können 
aber die zwei Kegelschnitte nicht gemoinschai'ilidi haben, wenn 
sie nicht mit allen ihren Punkten sich decken sollen (§. 118). Zu 
jedem der zwei Vielstrahlen O und D gehört aber ausser der ge- 
meinschaftlichen Sekante AB noch eine andere geiueiusdiaftliehe 
Sekante %3S (§. 122). Zwei solcher Sekanten AB und 3123 conver- 
giren in einem Punkt Q, welcher durch die zwei Polaren bestimmt 
wird, die den Punkten und O in den einzelnen Kegel seimit- 
ten entsprechen (§. 122, aj. Es convergiren also auch die Se- 
kanten AB und SIS im Allgemeinen nicht in einem gemein- 
schaftlichen Punkt der Curven, und bestimmen somit vier Ver- 
schiedene gemeinschaftliehe Punkte derselben. Weil aber die 
zwei Curven auch nicht mehr als vier Punkte gemeinschaft- 
lich haben können (§.118), so folgt, dass die zwei Sekanten, 
welche neben der ersten AB durch die perspektivische Colli- 
neation für die Centra und O entwickelt werden, identisch 
sind. Alles diess zusammcngel'asst zeigt, dass tue zwei Cur- 
ven, sobald sie eine Sekante gleichartiger Lage gemeinschaft- 
lich haben, allemal noch eine andere Sekante und zwei Viel- 
strahlen, oder dass solche Curven zugleich vier Punkte und 
vier Tangenten gemeinschaftlich haben. Ganz zu demselben 
Resultat gelangt man auch, wenn man von einem gcmeinsciialt- 
liehen Vielstrahl gleichartiger Lage ausgeht. 

Haben aber die Curven zweier Kegelschnitte zwei solche 
reelle Punkte gemein, deren Verbindungslinien eine gemein- 
schaftliche Sekante ungleichartiger Lüge ist. wie A 31 (Fig. 66, b), 
so wird man sich überzeugen , dass dieser Fall nur dann ein- 
treten kann, wenn noch zwei andere reelle gemeinschaftliche 
Punkte B und 33 vorhanden sind; weil neben einer uneigent- 
lichen Sekante, die jedenfalls eine gleichartige Lage hat (§. 1 19, a), 
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nur eine gemeinschaftliche Sekante gleichartiger Lage bestehen 
kann (§, 122, c). Diese zweite eigentliche genieiuschafrlielu: 
Sekante B9J kann aber ebenso wenig eine gleichartige Lage 
haben, weil, wenn diess der Fall wäre, auch A21 eine gleich- 
artige Lage hallen müsste. Haben nun aber zwei Kegelschnitte 
vier reelle gemein^rbaitliche Punkte, und sind die Verbindungs- 
linien A3E und B23 derselben zwei gememschnflliehe Sekanten 
ungleichartiger Lage, so wird man leicht finden, dass von den 
übrigen Paaren der Verbindungslinien eines A5S und 21B eben- 
falls durch eine ungleichartige Lage ausgezeichnet ist, wah- 
rend das andere AB und 9(S nothwendig eine gleichartige 
Lage haben muss. Zwei Kegelschnitte haben also auch in 
dem Fall, wenn sie eine Sekauic unglcicharliger Lage gemein- 
schaftlich haben, immer auch ein Paar einander gegenüberste- 
hender Sekanten gleichartiger Lage gemeinschnfllich. Auf die- 
selbe Weise findet man auch, dass zwei Kegelschnitte, welche ei- 
nen Vielstrahl M ungleichartiger Lage gemeinschaftlich haben, ne- 
ben demselben noch drei andere Vielstndüeit, •));.>".'){ (Fig. 66, a), 
ungleichartiger Lage, und zugleich aber auch noch zwei Viel- 
strahlen Ü und Ö gleichartiger Lage gemeinschaftlieh haben, 
Allgemein folgt daher für die Curven zweier in einer 
Ebene liegender Kegelschnitte, dass sie immer zugleich vier 
Punkte und vier Tangenten oder also ein inbeschriebenes Vier- 
eck und ein umgeschriebenes Vierscit gemeinschaftlich haben. 
Die drei Convergenznunkte der drei Paar Gegenseiten des 
umbe-chriel) en.cn Vierecks bestimmen aber nach §. 109, f ein 
genieiiiscliaiiHehes P olar drei eck , und die drei Diagonalen des 
uinbescliriebcuen Vierseits ein gemeinschaftliches Polardreiseit, 
zugleich zeigt aber §. 122, a, dass das erstere mit dem letztern 
identisch ist. Denn nach jenem Paragraph conveigiren die zwei 
Gegenseiten AB und 2UB (Fig. 05) des inheschriebenen Vierecks 
mit den Polaren rr, sä, tt, qq, welche den Gegenpunkten und 
O in den einzelnen Kegelschnitten entsprechen, und nach §. 104, d 
liegt dieser Punkt Q zugleich auf den zwei Diagonalen M3Ä 
und K91 des unbeschriebenen Vierseits. Die Ecken des Po- 
lardreiecks liegen also zugleich auf den Seiten des Polardrei- 



/Google 



224 

seits; die zwei Kegelschnitte haben also nur ein einziges Polar- 
drcieck QQ'Q" gemeinschaftlich. 

Nachdem nun die allgemeinen Verhältnisse entwickelt 
sind, mögen noch die besonderen Fälle unterschieden werden. 

Haben die Curven zweier Kegelschnitte vier reelle Punkte 
A, ß, 2t, © gemeinschaftlich, welche ein reelles inbeschriebc- 
nes Viereek und sechs reelle Sekanten gleichartiger Lage be- 
stimmen (Fig. 65), so gehört, zu jedem Paar Gegenseiten ein 
Paar reeller Vielstrahlen gleichartiger Lage und £), M und 
2t, N und 9t, welche durch die Ecken des unbeschriebenen 
Vierseits gebildet werden. Die vier gemeinschaftlichen Tan- 
genten und das gemeinschaftliche Polardreieck sind also eben- 
falls reell. 

Haben die zwei Curvenpaare vier reelle Punkte und also 
ein eigentliches inbeschriebenes Viereck gemeinschaftlich, des- 
sen Seiten aber nur zwei Sekanten gleichartiger Lage be- 
stimmen, so entsprechen auch nur diesem Paar der gemein- 
iitJi;.i [[liehen Sekanten zwei gemeinschaftliche Vielstrahlen mit 
reellen Scheiteln und O (Fig. 66, b). Die viev gemeinschaft- 
lichen Tangenten können daher nicht reell sein, weil sonst 
ihre vier übrigen Convergenzpunktc nicht imaginär sein könn- 
ten; die reellen Seheitel in und iD der gemeinschaftlichen 
imaginären Tangenten .sind also innere Punkte der Kegel- 
schnitte. Weil das inbeschriebene Viereck reell ist, so ist 
auch das Polardreieck QQ'Q" reell, es liegen aber nur auf der 
Richtung einer Seite Q'Q" zwei reelle Ecken und £) des 
umbeschri ebenen Vierseits. 

Haben die zwei Curven vier imaginäre Punkte, aber zu- 
gleich vier reelle Tangenten, so können sie nur zwei reelle 
gemeinschaftliche Sekanten AB ,und 2i£5 haben, welche die 
zwei Paare der zusammen gehörigen imaginären Punkte ver- 
binden (Fig. 66, a). Es können also auch nur ein Paar der Con- 
vergenzpunkte der Tangenten (0 und ö) ein Vielstrahl gleich- 
artiger Lage bestimmen, die vier übrigen Convergenzpunkte 
M, 2tf, N und 9t bezeichnen gemeinschaftliche Vielstrahlen 
ungleichartiger Lage. Das Polardreieck QQ'Q" ist zwar reell, 
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aber nur in einem Eck Q desselben convergiren zwei reelle 
geiueinsdtafrliehe SckaTil.cn AB und 3tS. 

Wenn die Curvcn zwei reelle und zwei imaginäre Punkte 
gemeinschaftlich haben, so können nur die Sekante AB,*) 
welche die zwei reellen Punkte verbindet, und die Sekante 
2U3, welche die zwei imaginären Punkte verbindet, reell sein 
(§. 116, a); die vier übrigen gerne! nsclial'ti ich i'ii Sekanten sind 
imaginär (%. 115, b); auch sind die zwei Convergenzpunkte (,' 
und Q" dieser letzteren imaginär, weil sie nicht aus den zu- 
sammengehörigen Paaren imaginärer Riehtungen entbanden 
sind. Dagegen ist die Kichtimg Q'Q" der imaginären Punkte 
Q' und Q" reell, weil diese Punkte als Ecken eines Polar- 
dreiecks ein Paar zusammengehöriger imaginärer Punkte dar- 
stellen. Das gemeinschaftliche Polanlreieek der zwei Curvenhat 
aiso in diesem Fall nur ein reelles Eck Q, in welchem die 
zwei gemeinschaftlichen reeilen Sekanten convergiren, und eine 
reelle Seitenrichtung , welche die zwei anderen imaginären 
Convergenzpunkte Q' und Q" der übrigen imaginären Sekan- 
ten verbindet. Die zwei anderen Ecken selbst und die zwei 
lii elit ringen, welche sie mit dem reellen Eck Q verbinden, sind 
imaginär {§. 115, b). Es können sonach auch nur die Ecken 
und D des umbeschriebenen Vierseits reell sein, welche auf 
der reellen Seitenrichtung Q'Q" des Polardreiccks liegen. Da 
nun aber die gern uinstliaftl ich en Punkte 3E und 25 der Curvcn 
imaginär sind, so ist die ltichtung Süß eine uneigentiiehc, ge- 
meinschaftliche Sekante derselben, die Pole Spund $', welche 
dieser ltichtung in den Kegelschnitten entsprechen, sind also, 
inuere Punkte der Kegelschnitte, und weil diese Pole die Punkte 
und O harmonisch trennen, so muss nothwendig einer die- 
ser Punkte, etwa D, als von den inneren Punkten *ß und *ß' 
eingeschlossen, ebenfalls ein innerer Punkt (ierK.egelsthnii.ie 
sein. Ferner weil die Pole P und P' der Kichtimg Aß üus- 



*) Man lüinu die Fig. Cj lieiiüiztn , oijj.'lii'.li -ic nidiE i'iir dun vorliegenden 

Füll »i'i.nic'iiicl ist. 
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serc Punkte sind, so muss aus demselben Grund das andere 
Centruin 0, welches von ihnen ausgeschlossen wird, ein äusse- 
rer Punkt der Kegelschnitte sein. Hieraus folgt aber, dass die 
Kegelschnitte zwei reelle Tangenten haben, die in dem äusse- 
ren Centrum convergiren, und zwei imaginäre Tangenten, 
welche in dem innern Centrum O convergiren (§. 11G, c). 

Wenn zwei Kegelschnitte zwei reelle und zwei imaginäre 
Tangenten haben, so findet man ganz auf dieselbe Weise, dass 
ihr gemeinschaftliches Polardreieck ebenfalls nur ein reelles 
Eck und eine reelle gegenüberstellende Seite haben, und dass 
zwei ihrer gemeinschaftlichen Punkte reell und die zwei an- 
deren imaginär sind. 

Wenn endlich zwei Kegelschnitte vier imaginäre Punkte 
haben und nicht auf den Fall c zurückkommen sollen, so 
müssen sie auch lauter imaginäre Punkte haben — ■ ein Fall, der 
offenbar eintrifft, wenn ein Kegelschnitt in der Fläche des an- 
dern liegt, ohne dass ihre Curven sich schneiden oder berüh- 
ren. In diesem Falle findet man, wie in dem unmittelbar 
vorausgehenden, dass die Kegelschnitte ein gemeiusdiaftlicUes 
Polardreicck haben, das nur eine reelle Seitenrichtung und ein 
reelles Eck hat. 

D. Oskulation der ersten Ordnung. 

g. 124. Zwei Kegelschnitte vollziehen in einem Punkt eine Osku- 
lation der ersten Ordnung, wenn iu demselben zwei gemeinschaftliche 
Punkte ihrer Curven, und also auch in der Tangente jenes Punktes 
zwei gi'meinsdiaftlidie Tjngeriteu zusammenfallen. Die Oskulation dev 
ersten Ordnung ist ein einfaches Berühren, das durch folgende weitere 
Merkmale ausgezeichnet ist: 

a) Der Berührungspunkt der zwei Curven ist immer reell und bildet 
den Scheitel eines gemein seh aftli eben Vielstrahls dtiiofiunigin- I-agc; 
ebenso ist <li<; Tangente des Berührungspunktes immer reell und ist eine 
gemeinschaftliche Sekante gleichartiger Lage. 

b) Ausser dem gemeinschaftlichen Vielstrahl des Berührungspunktes 
existirt immer noch ein zweiter, dessen Scheitel nicht auf der Tangente 



/Google 



227 

des Berührungspunktes liegt. Ebenso gibt es immer noch eine zwei(& 
ccüiijinschaftlleha Sekante, welche nicht durch den Berührungspunkt der 
Curven geht. 

c) Ist diese zweite gemeinschaftliche Sekante eine u neig entliehe, so 
haben die zwei Curven keinen andern reellen Punkt, als den Berüh- 
rungspunkt gemciiLMiiiai'ilidi, und es liegt die eine mit ihrer Flacht; gat;/. 
innerhalb, oder ganz ausserhalb der andern. Im ersten Fall sagt man, 
hie berühren sich von innen, im zweiten, sie berühren sich von aussen. 

d) Ist diese zweite Sekante aber eine eigeotliche, so haben die 
Curven noch zwei reelle Punkte mit einander gemein, und es liegt die 
eine Curve nur zwischen dem Berührungspunkt und jener zweiten ge- 
mciiiscliat'tlkhen Sekante in der andern. In diesem Falle berühren sie 
sich jedenfalls von innen. 

e) Ein Kegelschnitt, welcher mit einem anderen in einem gegebenen 
Punkte eine Oskulation der ersten Ordnung vollzieht, ist vollkommen 
bestimmt, wenn noch drei Punkte seines ümfangs gegeben sind. 

Wenn man bei der Betrachtung der gemeinschaftlichen 
Punkte und Tangenten zweier Kegelschnitte auch auf die ge- 
genseitige Lage der gemeinschaftlichen Punkte und der gemein- 
scli ältlichen Tangenten ihrer Curven Rücksicht nimmt, wo 
namentlich das Zusammenfallen derselben in einem Ort von 
Wichtigkeit ist, so entdeckt, man noch eine Reihe von 
besonderen Fällen ,' welche die Mühe eines näheren Ein- 
gehens hinreichend Johnen. Diese Fälle bieten aber eine so 
grosse Mannigfaltigkeit dar, dass ihnen in diesem und den 
vier folgenden Abschnitten eine besondere Betrachtung ge- 
widmet werden muss. 

Fallen von den vier gemeinschaftlichen Punkten der Curven 
zweier Kegelschnitte ein Paar in einem Ort (0) aufeinander, so 
ist die gemeinschaftliche Sekante (AU) der Kegelschnitte zu- 
gleich eine reelle gemeinsclialUiclic Tangente derselben, und 
in ihrer Richtung decken sich offenbar auch die zwei Tangen- 
ten, welche durch die zwei gemeinschaftlichen Punkte gehen, 
und der Berührungspunkt der zwei Curven, d. h. der Ort, in 
welchem die zwei gemeinschaftlichen Punkte vereinigt sind, 
ist zugleich auch der Scheitel eines gemeinschaftlichen Viel- 
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strahls der zwei Kegelschnitte. Alles dieses folgt unmittel- 
bar aus §. 123. Dass der gemeinschaftliche Viclstrahl des 
Berührungspunktes D und die gemeinschaftliche Sekante AB, 
welche in der Richtung der Tangente des Berührungspunktes 
dargestellt ist, eine gleichartige Lage gegen die zwei Kegel- 
schnitte haben muss, folgt daraus, dass hier jedenfalls zu- 
gleich zwei gemeinschaftliche Punkte, nämlich die des Berüh- 
rungspunktes, und zwei gemeinschaftliche Tangenten, nämlich 
diejenigen, welche in der Tangente des Berührungspunktes ver- 
einigt sind, reell sind, was bei den Fällen (g. 123, b und c), 
welche allein auch gemeinschaftliche Sekanten und Vielstrah- 
len ungleichartiger Lage haben, ausgeschlossen ist. Was sonst 
in den Sätzen d und e gesagt ist, folgt theils immittelljur 
aus den allgemeinen Gesetzen des vorausgehenden Abschnitts, 
theils aus der perspektivischen Collincation dieser zwei Kegel- 
schnitte, welche hier, wo alle geineiiHeliaitliclieu Sekanten und 
Tangenten eine gleichartige Lage gegen die Kegelschnitte ha- 
ben, überall vorausgesetzt werden muss. 

Bezeichnet nämlich 3123 die andere gemeinschaftliche Se- 
kante, welche durch die zwei gemeinschaftlichen Punkte geht, 
die nicht im Heilihnmgspiinki D liegen, und ist 0*) der Schei- 
tel desjenigen gemeiuschaftlielicu Vielstrahls in welchem die 
zwei anderen Tangenten convergiren, die nicht in der Se- 
kante AB vereinigt sind, so werden die Pole P und P', wel- 
che der Axe AB in den Kegelschnitten entsprechen, die Punkte 
und O trennen; weil aber die Axe AB ebenfalls durch D 
geht, so werden sie auch das Centrum von der Axe AB 
trennen , es ist also die Collincation des Centrums und der 
Axe AB, sowie die des Centritms O und der Axe 3133 durch eine 
entgegengesetzte Lage, die des Centrums JD und der Axe AB, 
und die des Centrums der Axe 2(© durch eine einstimmige 
Lage der homologen Elemente ausgezeichnet. 



") Figur 67 kann benutzt werden , ol^leit/b sie nirlil l'ür de» vorlivgi/nilun 
I'liII i'i'ieighnet ist. 
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Weil die zwei Curven ausser dem Berührungspunkt SD 
nur noch zwei Punkte 3t und 33 gemeinschaftlich haben, in 
welchen sie sich schneiden , so muss die eine Curve auf der 
einen Seite der Sehne jSUB innerhalb und auf der andern 
Seite von 3133 ausserhalb der andern Curve liegen. Es muss 
also auch in der Gegend des Berührungspunktes £) die eine 
Curve ganz innerhalb oder ganz ausserhalb der anderen lie- 
gen. Wenn die Punkte 3t und 33 reell sind, so liegen beide 
Curven offenbar auf einer Seite des Berührungspunktes und 
berühren sich also von innen; wenn aber die Punkte 3t und 
33 imaginär sind, so hört diese Beschränkung auf, und die 
Curven können sich von innen oder von aussen berühren. 

Diese Art der Oskulation, wo die eine Curve vor und 
nach der Oskulation auf der gleichen Seite der andern Curve 
sieh befindet, heisst insbesondere eine Berührung. 

Endlich mag noch bemerkt werden, dass, wenn die Curve 
eines Kegelschnitts K und ein Punkt £) derselben gegeben sind, 
durch jede, beliebigen drei anderen Punkte C, D', E' ein 
zweiter Kegelschnitt, aber auch nur ein einziger gelegt wer- 
den kann, welcher den ersten in dem Punkte D einfach be- 
rührt. Denn es ist D das Centrum der Collineation , durch 
welche sie auf die erstere bezogen wird , man kann also durch 
die drei gegebenen Punkte C, D', E' drei CoIIincationsstrah- 
len ziehen, welche auf dem gegebenen Kegelschnitt K die 
homologen Punkte C, D, E bestimmen. Da nun aber die 
Dreiecke CDE und C'D'E' homologe Figuren der zwei per- 
spektivischen Systeme sind, so werden die Convergen/jumlcte 
der homologen Seiten CD und CD', CE und C'E', ED und 
E'D' in drei Punkten der Collineafioi^axe ?I33 convergiren. Es 
ist also die perspektivische coilinei'uc Beziehung der zwei Sy- 
steme vollkommen bestimmt , und man kann zu einem vierten 
Punkt F auf der gegebenen Curve sogleich den homologen 
Punkt auf der gesuchten Curve finden. 
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E. Kegelschnitte mit doppelter Berührung. 

125. Kegelseli nitte mit doppelter Berührung sind solche, bei 
welchen ihre gemeinschaftlichen Punkte paarweise in zwei verschiedenen 
Orten, und also auch ihre gemeinschaftlichen Tangenten paarweise in 
zwei vcisclnoiieucn Richtungen vereinigt sind. Die Übrigen Verhältnisse 
gestalten sich folgender massen : 

a) Von den sechs gemeinschaftlichen Sekanten der Kegelschnitte 
fallen zwei mit den gemeinschaftlichen Tangenten zusammen, die vier 
(Ibn^en fallen alle in die Richtung der gemeinschaftlichen Berührungs- 
sehne. Von den sechs ;;cmei:iseiiaftlichen Vielstrahlcn fallen zwei mit 
den Berührungspunkten der Kegelschnitte zusammen. Die vier iiliri^en 
sind in dem Convergenzpunkt der gemeinschaftlichen Tangenten ver- 

b) Das gemeinschaftliehe Polardrcicck nimmt einen unbestimmten 
Charakter an. Die zwei Kegelschnitte haben unendlich viele Polar- 
dreiecke gemeinschaftlieh, welche jedoch ein gemeinschaftliches Eck 
haben, den Corivenvenzjniiiki der zwei gemeinseiiai'tliciien Tange nlcn, 
und eine gemeinschaftliche Scitenrichtung, die Richtung der gemein- 
schaftlichen Berührungssehne. 

c) Jede Gerade durchschneidet die zwei. Cuvvc» der Kcaclsohiiiut; 

in solchen Paaren von Punkten, welche durch die zwei Seiten des- 
jenigen Polardreiccks harmonisch gctlieilt werden, dessen eine Seite mit 
jener Geraden in einem Punkt der gcniekschaiiliclien Sehuenrichtung 

«onvergirt. 

d) Die zwei Berührungspunkte kennen imaginär oder reell sein, 
im ersten Fall haben alle gemeinschaftlichen Sekanten und Vieistrahlen 
eine gleichartige Lage gegen die Kegelschnitte; die gemeinseliiiitliche 
Berühre ngs sehne ist eine uneigentliche Sekante, und der Convergenz- 
punkt der Taugenten ein innerer Punkt. Im zweiten Fall können der 
Vielstrahl im Convergenzpunkt der zwei gemeinschaftlichen Tangenten, 
und die Sekante in der Richtung der gemeinschaftlichen Beiülurui^s-. 
sehne eine gleichartige oder eine ungleichartige Lage gegen die zwei 
Kegelschnitte haben. 

e) Zu einem gegebenen Kegelschnitt kann man immer einen, aber auch 
nur einen zweiten Kegelschnitt zeichnen, welcher den ersten in zwei 
gegebenen Punkten berührt und noch durch einen gegebenen Punkt 
geht, oder eine gegebene Richtung berührt. 
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Wenn zwei Kegelschnitte eine Sekante gemeinschaftlich 
haben, so haben sie allemal auch noch eine zweite Sekante 
freu n -1 n^ t-h nt't I ich , welche im Allgemeinen durch zwei andere 
gemeinschaftliche Punkte ihrer Curven geht (§. 123). Wenn 
nun diese zwei Sekanten in einer Richtung (AB) zusammen 
fallen, so sind auch die gemeinschaftlichen Punkte der ersten 
Sekante identisch mit denen der zweiten, weil eine und die- 
selbe Richtung jede Curve nur in zwei Punkten schneiden 
kann. Es fallen also auf dieser Richtung an zwei verschiede- 
nen Orten A und B je zwei gemeinschaftliche Punkte zu- 
sammen; cbendamit müssen aber auch die zwei Tangenten, 
welche jedem solchen Paar eoineidirender Punkte entsprechen. 
in einer Richtung vereinigt sein. Die vier gcineiimi.haftlkJien 
Tangenten fallen also ebenfalls paarweise in zwei verschiede- 
nen Richtungen AO und BO (Fig. 68) auf einander. Da nun 
die vier gemeinschaftlichen Punkte der zwei Kegelschnitte an 
zwei Orten A und B einer und derselben Richtung vereinigt 
sind, so werden auch die vier Sekanten, welche die zwei Punkte 
des einen Ortes A dieser Richtung mit den zwei Punkten des 
anderen Ortes B verbinden, in einer Richtung, nämlich in der 
ihrer gemeinschaftlichen Berührungssehne AB, auf einander 
fallen, während die zwei übrigen gemeinschaftlichen Sekanten, 
deren jede durch zwei in einem Ort vereinigte gemeinsrhah liehe 
Punkte geht, mit den zwei gemeinschaftlichen Taugenten AO 
und BO zusammen fallen. Weil ferner die Tangenten der vier 
gemeinschaftlichen Punkte zugleich beiden Kegelschnitten ge- 
meinschaftlich sind, so haben sie ausser ihnen keine gemein- 
HohaL'i liehe Tangenten. Diese paarweise sich deckenden vier 
gemeinschaftlichen Tangenten bestimmen nur drei Convergenz- 
punkte; der Convergenzpunkt A zweier Tangenten derselben 
Richtung coineidirt mit dem Berührungspunkt A dieser Rich- 
tung, es sind also die Berührungspunkte A und B der zwei 
gemeinschaftlichen Tangenten verschiedener Richtung zugleich 
auch die Scheite! zweier gern einseh ältlichen Vielstrahlen. Die 
vier übrigen Convergenzpunkte der Tangentenpaare verschie- 
dener Richtung convergiren alle in einem und demselben 
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nkte 0, in welchem also auch die vier übrigen gemein- 
schaftlichen Vielstrahlen eoineidiren. 

Ein Eck des gemeinschaftlichen Polardreiecks wird durch 
die zwei gemeinschaftlichen Sekanten bestimmt, welche in 
einer Richtung mit den zwei gemeinschaftlichen Tangcnlen 
vereinigt sind; der Convergcnzpunkt der zwei gemeinschaft- 
iichen Tangenten verschiedener Richtung ist also ein Eck je- 
nes Polardreiecks. Die vier übrigen gemeinschaftlichen Sekan- 
ten, die alle in der Richtung der gemeinschaftlichen Berüh- 
rungsscline AB vereinigt sind, hören auf in bestimmten Punk- 
ten zu convergiren; die zwei anderen Kcken des gemeinschaft- 
lichen Polardreiecks sind also unbestimmt. Dagegen ist die 
Richtung dieser gemeinschaftlichen Ueriilmingsselmc AB, weil 
auf ihr die zwei anderen Co nvergenz punkte der übrigen ge- 
meinschaftlichen Sekanten liegen, jedenfalls eine Seitenrich- 
tung des gemeinschaftlichen Polardreiecks. Die zwei anderen 
Keitenrielmtngen sind unbestimmt, weil vier Convergenzp unkte 
der gemeinschaftlichen Tangenten in einem Punkt vereinigt 
sind. Der besondere Fall der doppelten Berührung zweier 
Kegelschnitte ist daher dadurch ausgezeichnet., das* die Kegel- 
schnitte unendlich viele gemeinschaftliche Polardreiecke ha- 
ben, von welchem nur ein Eck und eine Seitenrichtung AB 
bestimmt ist. In der That verhalten sicli der Convergcnzpunkt 
der zwei gemeinschaftlichen Tangenten und die Berührtmgs- 
sehne AB alsPole und Polare in beiden Kegelschniiien^. 107, a), 
und jedes Paar von conjugitten Punkten dieser Polaren sind 
auch dem Pol conjugirt und bilden also ein gemeinschaftliches 
Polardreieck der zwei Kegelschnitte. Die hierauf gegründete 
Eigenschaft, dass die Punkte C und D, C und D' durch die 
Punkte M und R, welche durch die Seiten OM und ON 
eines Polardreiecks OMN auf einer durch M gehenden Gera- 
den bestimmt werden, harmonisch getrennt werden, folgt un- 
mittelbar aus g. 106. 

In Betreff der besonderen Fälle, welche diese doppelte 
Berührung gewährt, ist zu bemerken, dass zwar die Punkte 
A und B, 31 und 35 als die Hauptpunkte der Involution 
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der conjugirten Punkte einer Richtung zusammen gehören, 
und entweder reell oder imaginär sein können, je nachdem 
die Richtung AB eine eigentliche oder eine uneigentliche Se- 
kante ist. Auch muss A auf St und B auf 23 fallen, weil eine 
Richtung nur zwei Hauptpunkte hat, zudem werden in allen 
Fällen die zwei gemeinschaftlichen Sekanten A2t und B23 zu 
gemeinschaftlichen Tangenten der Curven, welche mit den Rich- 
tungen der Tangenten der Punkte A und St, B und 33 über- 
einstimmen; diess hindert aber nicht, dass die Punkte A, St 
und B, 25 auch imaginär seien, weil nach der Voraussetzung 
nur die Punkte A und B , 31 und 23 zusammengehörige Punkte 
sind, und auch die Verbindungslinie zweier nicht zusammen- 
gehöriger imaginärer Punkte, auch wenn sie eoineidiren sollten, 
imaginär bleibt (§Jlf>,b). Wenn die gemeinschaftlichen Punkte 
(A, 21) und (B, 23) imaginär sind , so haben alle gemeinschaft- 
lichen Vielstrahlen der zwei Kegelschnitte eine gleichartige 
Lage (§. 119, b), wenn aber die Punkte A, 2t und B, SS reell sind, 
so können die Sekanten AB, 2t23 und die Vielstrahlen in eine 
gleichartige (Fig. 08, a) oder eine ungleichartige Lage (Fig. Ü8.b) 
haben (§. 123, b), dagegen haben auch im letzteren Falle die 
VieLü'ahlen A und B und die Sekanten AO und BO eine 
gleichartige Lage, und die Kegelschnitte sind also für diese 
StUcke jedenfalls perspektivisch collinear. 

So oft nun ein Kegelschnitt ABCD und auf demselben 
zwei Punkte A und B gegeben sind, so kann man einen zwei- 
ten Kegelschnitt, zeichnen, der dun gegebenen in jenen Punk- 
ten berührt, aber auch der letztere ist vollkommen bestimmt. 
wenn noch ein Punkt E seiner Curve oder eine Tangente der- 
selben gegeben ist. Immerhin kann man zur Richtung AB 
ihren Pol bestimmen, und wenn der Fall der ungleichartigen 
Lage nicht vorliegt, zu als Centruin und zu AB als Axe ein 
zweites colbneäres System und durch den Collmeationsstrahl 
OE noch ein Paar homologer Punkte E und E' bestimmen, 
und ebendamit ist nicht nur die perspektivische Collineatiou 
der Systeme vollkommen bestimmt, sondern es sind auch die 
Curven, welche durch die Punkte A, B, E und A, B, E' gehen 
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und in A und B gleiche gemeinschaftliche Tangenten haben, 
zwei homologe Curven zweier perspektivischen collincüren Sy- 
steme (§. 120). Zugleich folgt aber aus §. 120, dass es nur 
eine einzige Curve AE'B gibt, welche der Aufgabe genügt. 
Sind die Punkte A, 31 und B, SB reell, und hat der Strahl OE' 
eine ungleichartige Lage gegen die Kegelschnitte (Fig. 68, b), 
so lüsst sich die Auigabe durch die perspektivische Collineation 
des Centrums A und der Axe OB immerhin ausfuhren. 

Man sieht leicht ein, wie der Kegelschnitt AE'B auch ge- 
zeichnet, werden kann, wenn eine Tangente des zweiten Kegel- 
schnitts statt des Punktes E' gegeben ist. Man darf hier nur 
den Schnittpunkt dieser Tangente mit AB aufsuchen und j von 
demselben aus eine Tangente an den gegebenen Kegel schuht 
ziehen , so liefern diese zwei Tangenten zwei homologe Linien 
der Curven, welche bekannt sind und neben dem Centrum 
und der Axe die Collineation der Systeme bestimmen. 

F. Oskulation der zweiten Ordnung. 

§. 126. Zwei Kegel- eh niUe vollziehen In einem Tunkt eine Osku- 
lation der zweiten Ordnung, wenn in demselben drei gemeinschaftliche 
Punkte ihrer Curven und in der Richtung der Tangente jenes Punktes 
drei ihrer geffiein-efiiirtlichen Tangenten verein!::! sind. Obgleich solche 
Ki.'üji/Uchnitlc in dem Punkt ihrer Oäkulation eine geincin-rhii bliebe 
Tangente haben, so schiicitlen sie sich doch in demselben. Solche im 
engem Sinne oiknlucnde Kegelschnitte sind noch durch folgende Merk- 
male ausgezeichnet: 

a) Sowohl die vier s^mcin-chafüiehcn Punkte ihrer Curven, als auch 
ihre vier gcineir.-clioi'!.iielK-n Tangenten sind reell. 

b) Sowohl ihre genieiiisehaiUiehcu ^ek;tnfen, als auch ihre gemein- 
schsftliclu'ii Vielsfralilen haben eine glciehuriige l.;i:'.;e engen die Ke- 
gelschnitte, üebrigens haben die Kegelschnitte nur zwei gemein- 
schaftliche Sekanten, welche beide durch den Oskulationspunkt gehen, 
und von welchen die eine mit der Tangente des Oskulationspunktes 
xuijmuuenfallt, während die andere durch den vierten gern ein- ebu fl- 
uchen Punkt geht. Ebenso haben die Kegelschnitte nur zwei gerne in- 
sehitn Siehe Viel strahlen, deren Scheitel auf der Tangente des Oskula- 
tionspunktes liegen. Der Scheitel des einen gemein Schaft liehen Yielstrahla 
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liegt im Oskulalionspunkt selbst, und der Scheitel des anderen liegt 
auf der Tangente des Osknlationspünktcs , da wo sie von der vierten 
i^müinscliaftlidieii Tnni'eme geschnitten wird. 

c) Das gemeinscliafiliciii! l'olnrdreieck reihi/in sich unfeinen Punkt, 
den Oskulattonspunkt, und das gemeiii^-baiilbhe Polardreise tt auf eine 
Richtung, nämlich die der TimjieiiiK des O.-kuifH.iciis.-^j^mkH-s. 

d) Zu einem gegebenen Kegelschnitt kann man immer einen zwei- 
ten Kegelschnitt zeichnen, der den ersien in einem gegebenen funkt 
seines Umfanges berührt; derselbe ist vollkommen bestimmt, wenn noch 
zwei Punkte seines Umfanges, oder zwei Tai idealen gegeben sind. 

e) Die Curven zweier Kegelschnitte schmiegen sich bei der Osku- 
lation des zweiten Grades viel inniger an einander an, als diess bei der 
einfachen Berührung der Fall ist. 

Die zwei gemeinschaftlichen Sekanten AB und 2t SS zweier 
Kegelschnitte, auf welchen die zwei Paare ihrer gemeinschaft- 
lichen Funkte liegen, eonvergiren zwar im Allgemeinen nicht in 
einem Punkte Q der Curven, damit ist aber nicht ausgeschlos- 
sen, dass diess in besonderen Fällen nicht auch geschehen 
könnte. Wenn es geschieht, so fallen im Cmrvergenz|nuikt 
Q zugleich zwei gemeinschaftliche Punkte A und 2t der Kegel- 
schnitte auf einander und die gemeinschal (liehe Sekante A2t 
ist zugleich eine gemein seh ältliche Tangente der Kegelschniite. 
Aber es hat diese Voraussetzung noch weitere Folgen. Denn in 
dem gemeinschaftlichen Polardieieck QQ'Q" Fig. (if>. ist das Eck 
Q der Pol der Gegenseite Q'Q", und wenn also das Eck Q in 
einem gemeinschaftlichen Punkt der zwei Curven sich befindet, 
so muss auch die Gegenseite Q'Q" durch diesen Punkt Q gehen 
und in demselben die zwei Kegelschnitte berühren (§. 107, e). 
Dann müssen aber auch der Convergenzpunkt ()' der Sekanten 
AS und %li selbst und mit ihm noch die Punkte SB und Q" 
in demselben Ort Q vereinigt sein. Es fallen also in einem und 
demselben Punkte zugleich drei gemeinschaftliche Punkte A, 
St, 23 und die drei Eckpunkte Q, Q' und Q" des gemeinschaft- 
lichen Polardreiecks zusammen, und folglich fallen auch in der 
Tangente jener Punkte die drei Seitenrichtungen des Polar- 
dreiecks und drei gemeinschaftliche Tangenten der zwei Kegel- 
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schnitte in eine Richtung. Es haben also die zwei Kegel- 
schnitte zwei Eichtungen, auf welcher je drei gemeinschaftliche 
Sekanten vereinigt sind; die eine dieser Richtungen ist die ge- 
meinschaftliche Tangente des Punktes Q, die andere ist die 
Ificimmg :!.'■(}. Tig. 71, welche den vierten gemeinschaftlichen 
Punkt S mit dem Punkt Q verbindet, in welchem die drei 
anderen gemeinschaftlichen Punkte vereinigt sind. Ebenso ha- 
ben die zwei Kegelschnitte nur in zwei Punkten zwei gemein- 
s eh ii.it liehe Vielstrählen. Einer dieser Punkte ist der Punkt 
O, in welchem die drei Convergenzpunkte der in der Richtung 
AB vereinigten drei gemcinsehafilidien Tangenten liegen, der 
andere Punkt ist der Punkt O, in welchem diese drei in einer 
Richtung vereinigten Tangenten von der vierten gemeinschaft- 
lichen Tangente geschnitten werden. Weil unter drei gemein- 
sc lialt liehen Punkten jedenfalls auch ein Paar zusammengehö- 
riger gemeinschaftlicher Punkte 91 und S vereinigt sind, so 
muss der Punkt Ü jedenfalls ein reeller geineinschiiltiidier 
Punkt der zwei Kegelschnitte sein, es müssen also auch die 
drei in demselben vereinigle gemeinschaftliche Punkte, und 
also überhaupt alle vier gemeinschaftlichen Punkte und Tan- 
genten reell sein (116, a, c). Dabei ist klar, dass die zwei ge- 
mehiHchaftlidien 'Vielstrahlen und Q, und die zwei gemein- 
sdia.liliclien Sekanten Ali und 02? eine gleichartige Lage haben 
müssen, weil eine ungleichartige Lage, dieser Gebilde nur da 
vorkommt, wo entweder die vier Tangenten oder die vier ge- 
meinschaftlichen Punkte imaginär sind (§. 123, b, c). 

Zur Bestimmung der Collineationsveihaltnisse bemerke man, 
dass die Pole $ und $' der gemeinschaftlich™ Sekante 033, 
die Scheitel und O der zwei gemeinschaftlichen Vielstrah- 
len harmonisch trennen, so wird man schliessen, weil der 
Punkt auf der Sekante OS selbst liegt , dass diese Pole Sß 
und SP' auch den Scheitel D von der Sekante OS trennen, 
und dass also die Gollineation für das Centrum £> und die 
Axe OS durch eine entgegengesetzte Lage der homologen Ele- 
mente ausgezeichnet ist. Daraus folgt dann weiterhin , dass 
die Collineation für das Centrum D und die Axe AB einstim- 
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mig, diejenige für das Centrum und die Axe OS einstim- 
mig, und diejenige für das Centrum O und die Axe AB ent- 
gegengesetzt ist (g. 122, b). 

Weil die Curven der zwei Kegelschnitte ausser dem Os- 
knlationspunkt nur noch einen Punkt 33 gemeinschaftlich 
haben, so werden sie sich in dem letzteren schneiden, und 
es wird also auf der einen Seite der Sehne 33 die eine 
Curve mit dem Bogen OC'35 innerhalb , und auf der andern 
Seite mit dem Bogen OS'23 ausserhalb der andern Curve 
OC33S liegen. Die zwei Kegelschnitte schneiden sich also in 
den Punkten und 33 , obgleich sie in dem Punkte eine 
gemeinschaftliche Tangente haben. 

Diese Eigen tliiimlichkeit, welche mit der Oskulation der zwei- 
ten Ordnung verbunden ist, zeigt auf's Allerdeutlichste, dass die 
zwei Curven sieb inniger an einander anschmiegen, als diess 
bei einer Oskulation der ersten Ordnung geschieht. Denn zieht 
man noch einen dritten Kegelschnitt mOr, welcher mit dem 
einen COS eine Oskulation der ersten Ordnung vollzieht, so 
sind die Kegelschnitte COS und mOr für die Richtung AB 
als Axe und ein ausserhalb ihrer liegendes Centrum o perspek- 
tivisch coilineär (§. 124 .b). Es sind aber auch die Kegelschnitte 
COS und CO©' für die Axe AB und das Centrum per- 
spektivisch, folglich sind auch die Kegelschnitte COS' und 
mOr für dieselbe Axe AB und noch ein anderes Centrum o' 
perspektivisch, und zwar 1 liegen die drei Centrum O,o,o' in 
einer Geraden (%. 49, b.), es liegt also auch dieses Centrum o' 
ausserhalb der Axe AB. Es folgt hieraus, dass auch die Ke- 
gelschnitte COS' und mOr eine Oskulation der ersten Ord- 
nung vollziehen (g. 124, b.), die Curve mOr des dritten Ke- 
gelschnitts liegt also in der Nähe ihres Eerechnungspunktes 
ganz innerhalb, oder ganz ausserhalb der zwei andern Curven 
COS und COS', welche sich in dem Punkte zugleich 
schneiden, die zwei letzteren schmiegen sich also inniger an 
einander an, als diess zwischen einer derselben und der erstem 
geschieht. Durch jeden Punkt eines gegebenen Kegelschnit- 
tes können unendlich viele andere Kegelschnitte gelegt v 
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welche sich in oskuliren. Denn man darf ja nur auf der 
Tangente des Punktes einen andern Punkt D wählen und 
für ihn als Centrum und OD als Axe einen zweiten Kegel- 
schnitt zeichnen, der dem ersten perspektivisch collineiir ist, oder 
man kann einen solchen für den Punkt als Centrum und 
eine beliebige durch gehende Gerade als Axe eines zweiten 
coUJueiiniii Kegelschnitte zeichnen, und man wird in beiden 
Fällen eine Oskulation der zweiten Ordnung in dem Punkte 
bemerken. Der zweite Kegelschnitt ist bestimmt, wenn noch 
zwei Punkte R' und S' seines ümfanges gegeben sind. Denn 
die Collineationsstrahlen OR' und OS' bestimmen auch in dem 
gegebenen Kegelschnitt die homologen Punkte R und S, und 
der Convergenzpunkt T der zwei homologen Richtungen RS und 
R'S' bestimmt mit dem Punkt selbst, durch welchen die 
CoIIineaüonsaxc gehen soll, diese Axe OT. Es sind also das 
Gentrum 0, die Axe OT und ein Paar homologer Richtungen 
RS und R'S' bekannt, die Collineatinn ist daher bestimmt, und 
man kann mit Leichtigkeit zu jedem Punkt des gegebenen 
Kegelschnitts den homologen Punkt des gesuchten finden. 

(i. Oskulation der dritten Ordnung. 

§. 127. Zwei Kegel schnitte vollziehen eine Oskulation der dritten 
Ordnung in einem Punkt, wenn in demselben alle vier gemeinschaft- 
lichen Punkte ihrer Curven, und in der Tangente jenes Punktes auch 
alle vier gemeinschaftlichen Tangeuten vereinig! sind. Die Oskulation 
der dritten Ordnung ist wieder ein Berühren, das noch durch killende 
Merkmale ausgezeichnet ist: 

a) Der Punkt ihrer Oskulation ist der einzige, in welchem die 
Kegelst hnitie einen gcmeiii.-chafilichi'i] Vielsirafd haben, denn in ihm 
fallen ihre sechs gemeinschaftlichen Yiel.mahlen auf einander; die Tan- 
gente jenes Punktes ist die einüiire riichlunü: ihrer tri:[iit:äii^c;]iiiji.lii:[ic:ii 
Sekanten, denn in jener [licht uns sind ihre sechs geineinsebnfiliehai 
Sekanten vereinigt. 

b) Das gemeinschaftliche Polard reicek ist iiuf einen einzigen Punkt, 
den Punkt ihrer Berührung, und die Seitemiehtungeu desselben sind 
auf eine einzige lüehiung, die lliehiimg der Tangunte jenes Punktes 
reduzirt. 
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c) Der Punkt der Oskulation der dritten Ordnung ist stets ein 
reeller, und von den zwei Kegelschnitten liegt der eine ganz in der 
Flache des andern, so dass sie sich von innen berühren, 

d) Zu einem gegebenen Kegelschnitt kann man immer einen Z wei- 
te» Kegel-'.: im in zeichnen, der den ersten in einem gegebenen Punkte 
berührt: dieser zweite Kegelschnitt ist aber vollkommen bestimmt; wenn 
noch ein Punkt seines Umfangcs, oder eine Tangente gegeben ist. 

e) Zwei Kegelschnitte, welche eine Oskulation der dritten Ordnung 
vollziehen, schmiegen sieh inniger aneinander au, ;Vls diess bei der Os- 
kulation der zweiten und ersten Ordnung der Fall ist. 

Der letzte besondere Fall, der noch zu betrachten übrig 
ist, tritt ein, wenn die vier gemein schalt liehen Punkte in ei- 
nem Orte vereinigt sind. Bei der Oskulation der zweiten 
Ordnung haben die zwei Kegelschnitte nur zwei gemeinschaft- 
liche Sekanten, von welchen die eine die Kegelschnitte berührt 
und die andere durch den Berührungspunkt derselben geht. 
Wenn nun auch noch diese zwei Sekanten in eine Richtung 
zusammenfallen, so nimmt auch die zweite Sekante die Gestillt 
einer Tangente an, und die vier gememsdiaftlielien Punkte, 
welche durch die Sekanten bestimmt werden, eoineidiren alle 
in dem gemeinschaftlichen Berührungspunkt, und ebeiuhnnit 
sind auch die vier Tangenten, welche diesen vier Punkten ent- 
sprechen, die vier gemeinschaftlichen Tangenten der Kegel- 
schnitte in einer Richtung, nämlich in der Richtung der gc- 
meiiise.haftlichen Sekanten vereinigt. Der Punkt 0, Fig. 72, 
in welchem die Kegelschnitte sich berühren, ist nothweudig 
ein reeller, weil in demselben jedenfalls zwei Paare zusammen- 
gehöriger Punkte vereinigt sind (§. 110, a). Die vier gemein- 
schaftlichen Tangenten sind also ebenfalls reell. Die Oskula- 
tion der dritten Ordnung kann auch als ein besonderer Fall 
der Oskulation der ersten Ordnung betrachtet werden , welcher 
dadurch ausgezeichnet ist, dass die zweite geineiuscl)Jtl'i.iiclie 
Sekante. $1$} mit der ersten AB, welche durch den Berührungs- 
punkt der Curven geht, zusammenfällt. Diese Anschauungs- 
weise zeigt, dass bei der Oskulation der dritten Ordnung der 
eine Kegelschnitt ganz von dem andern umschlossen werden 
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muss und eine Berührung von innen vollzieht {§. 124, d.), weil 
auch die Berührungspunkte der zweiten Sekante reell sind. 
Dieses Resultat geht auch aus den Collineation s Verhältnissen 
hervor. In dem Punkt ihrer Oskulation sind alle vier ge- 
meinschaftlichen Punkte, also auch alle gemeinschaftlichen Viel- 
strahlen, und in der Tangente AB dieses Punktes alle ge- 
meinschaftlichen Sekanten vereinigt, die Kegelschnitte sind 
also nur für den Punkt als Centrum und für die Richtung 
AB als Axc, und zwar wie man leicht sieht, perspektivisch 
collinear, sie sind es aber nicht nur in entgegengesetzter Lage, 
sondern auch in cinslimmiger Lage. Ist also der eine Kegel- 
schnitt COD und der Punkt gegeben, so ist eben damit 
das Centrum und die Axe AB, welche den Kegelschnitt in 
berührt, bekannt, und jeder zweite Kegelschnitt, der dem 
ersten für eben diese Axe, und für eben dieses Centrum in 
einstimmiger Lage perspektivisch coJiineär ist, oskulirt ihn nach 
der dritten Ordnung. c ) Wenn also nur noch ein einziger 
Punkt C der Curve des zweiten Kegelschnitts gegeben ist, 
so kann man durch einen ColIineaÜoiisstialil OC den homolo- 
gen Punkt C des ersten Kegelschnitts linden, und damit ist 
die Collineation, für welche Centrum, Axe und ein Paar ho- 
mologe Punkte bekannt sind, vollkommen bestimmt, und man 
kann den zweiten Kegelschnitt ohne Mühe construiren. 

Weil bei der Oskulation der dritten Ordnung ein Berüh- 
ren von innen verbunden ist, so ist klar , dass ein dritter Ke- 
gelschnitt. C"OD", welcher in dem Punkte mit dem Kegelschnitt 
COD im /weilen Grade oskulirt. nicht zwischen den zwei Cur- 

*} In den drei früheren Fitiluu s;i;i! dio lü-avlsdink:^ mich l'ür den Be- 
ii'iiiniii!:-|iu:ik[ (1 iiiul ili' 1 liin^rtitp Ali ileisi'llio-ii Jinrspcktivisch, aber nur 
in ('[ilivügunKuselzler Lage. Hier »her sind sie, wo in U alle geuidnsflifiii- 
liehen Yiclstrahlcn, und in AB alte gi™ciii..rli;iriMdii;ii Sclüiuliiii vereinig! bind, 
nicht mir in t'ii f tfu yeu i=cü<_- tu ( fr, sondern /.ii^iiui:li auch in ciiiitiiniiiiiii'r l.;;£i- 
|i(T;|ii;i.!ivi.-i , !i ciiliirnvii'. I)i(; Cullinrntimi i]..t i' n l cri-iji-n fi-j-s ntKli-n \,;i<'t; leiste'. 
in allen Füllen nichts, sie sagt ans, dass der Punkt des Kegelschnittes 
COD dem Punkt C des Kesj-eWchnitL-s CO IV homolog ist, und dass also 
die Tangenten in und C in einem Punkte der Ase Ali eonvergiren. Es 
sind also alle Punkte des Kegelschnittes €'{>}>' einem und demselben Punkt 
Ü des Kegelschnittes COD homolog. Diese Collineation leistet also nichts. 
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ven der Kegelschnitte COD und C'OD' liegen kann. Er schneidet 
den ersten Kegelschnitt jedenfalls in einem reellen Punkte 33, 
und es ist OS eine gemeinschaftliche Sekante der Kegelschnitte 
(JOD und C'OD", und die zwei Kegelschnitte sind für den 
Punkt als Centrum und die gemeinschaftliche Sekante OS als 
Axe perspektivisch colliiicär. Nun sind aber auch die Kegel- 
schnitte COD und C'OD' für das Centrum und die Axe AB 
perspektivisch collineär, folglich sind auch die Kegelschnitte 
C'OD' und C'OD" für das Centrum und eine andereAxc033' ; 
welche mit AB und 0® in demselben Punkt convergirt, 
perspektivisch cobiiieitr (S.dO.a). Daraus folgt aber, dass auch 
die Kegelschnitte C'OD' und C'OD" in dem Punkte eine 
Oskulation der zweiten Ordnung vollziehen und einander eben- 
falls noch in einem Punkte 33' durchschneiden ('§. J2(>.b). Der dritte 
Kegelschnitt tritt also von der äusseren Seite der zwei Kegel- 
schnitte, jenseits des Punktes auf die innere Seite derselben, 
und schneidet hierauf beide wieder in den Punkten 58 und 33'. 
Die Annäherung der zwei ersten gegebenen Kegelschnitte ist 
also eine viel innigere als diejenige ist, welche durch den drit- 
ten Kegelschnitt geschieht und welcher mit den zwei ersteren 
eine Oskulation der zweiten Ordnung vollzieht. 
II. Krümmung skr eise. 
§, 228. Zwischen Kreisen ist nur eine Oskulation der 'ersten Ord- 
nung möglich. 

Ein Kegelschnitt kann in einem Punkte von unendlich vielen Krei- 
sen einfach berührt werden, aber nur ein einziger Kieis Mjll/.ichi in jenem 
Punkt eine Oskulation der zweiten Ordnung. Eine Oskulation der dritten 
Ordnung kann zwischen einem Kreis und einem Kegelschnitt im All- 
gemeinen nicht stattfinden; nur in den Scheitelpunkten der Axen ist 
eine solche möglich, dagegen ist sodann liier die Ovulation der zwei- 
ten Ordnung ausgeschlossen. Der Kreis, welcher mit einem Ki-gclsciiuitt 
eine Oskulation höherer Ordnung hervorbringt, heisst der Krümmungs- 
kreis des Punktes, in welchem diess geschieht. 

Zwischen Kreisen kann nur eine Oskulation der ersten 
Ordnung stattfinden, weil zwei Kreise einander decken, sobald 
sie drei Punkte ihrer Curven gemeinschaftlich haben. Mit 

Tnulna, neuste, ebene Geometrie. 16 
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einem Kegelschnitt kann ein Kreis im Allgemeinen keine hö- 
here Ordnung der .Oskulation begründen, als eine Oskulation 
der zweiten Ordnung, weil ein Kreis durch die drei Punkte, 
welche er mit dem Kegelschnitt im Oskulationspunkt gemein- 
scliafiiich hat, schon vollkommen bestimmt ist. Diess zeigt 
sich auch darin, dass nur ein solcher Kreis construirt werden 
kann, sodald der Punkt (Fig. 71), in welchem die Oskulation 
der zweiten Ordnung stattfinden soll, gegeben ist. Denn da 
dieser Punkt das Centrum der einstimmigen perspektivischen 
Collineation für den Kegelschnitt und diesen Kreis sein muss, 
so kann man beliebige Collineation sstvahlen ihrer Systeme zie- 
hen. Zieht man nun OD J_ OC, so entspricht die Sehne DC 
des Kegelschnitt» offenbar einem Durchmesser des gesuchten 
Kreises. Construirt man noch eine zweite solche Sehne FG 
im Kegelschnitt, so wird der Convergenzpunkt M dieser zwei 
Sehnen dem Mittelpunkt M' des gesuchten Kreises homolog 
sein. Dann ist aber auch die Polaro mm, welche dem Punkt 
M des Kegelschnitts entspricht, der Polaren homolog, welche 
dem Mittelpunkt M' des Kreises entspricht (§. 120, a). Die 
letztgenannte Polare ist aber eine Gerade des unendlichen Bau- 
mes (§. 107, cj , folglich ist die Polare mm in dem System des 
Kegelschnitts die Gegenaxe bei der Collineation des Kegelschnitts 
und des gesuchten Kreises (§. 44). Die Axe der Collineation 
geht aber immer der Gegenaxe parallel (§. 47, d) , und weil 
dieselbe bei einer Oskulation der zweiten Ordnung auch durch 
den Punkt geht (§. 126, b), so ist folglich die Gerade OS, 
welche durch mit mm parallel gezogen wird , die Axe der 
Collineation. Durch das Centrum 0, die Axe OS und die Ge- 
genaxe nim ist aber die Collineation vollkommen bestimmt, 
und man kann sogleich den Kreis, oder wenn man lieber will, 
auch den Mittelpunkt desselben, welcher dem Punkt M homo- 
log ist, construiren. Zieht man z.B. durch M die Richtung 
KJ, und an den Schnittpunkt J mit der Gegenaxe den Colii- 
noaiionssfvahl OJ, und nun durch den Schnittpunkt K mit 
der Axe KM' || OJ, so sind KM und KM' homologe Richtun- 
gen der zwei Systeme (§.47, e), und der Collineatiousstiahl 
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OM bestimmt auf KM' den Mittelpunkt M' des gesuchten 
Kreises. 

Man wird leicht finden, dass der Punkt M in die Sich- 
tung der Axc des Kegelschnitts fällt, sobald in dem Schei- 
tel dieser Axc liegt. Dann ist aber auch die Polare mm _LOM 
(§. 112, d), und also auch die Parallele 033_LOM; d. h. dann 
fällt die Axe 033 mit der Tangente OD des Punktes zu- 
sammen, d. h. es geht die Oskulation der zweiten Ordnung 
in eine Oskulation der dritten Ordnung über (§. 127, a). 

I. Centrisclic Collineatioti eoineidirender Kegelschnitte. 

§. 129. Haben zwei collineHre Systeme die Curvc eines Kegel- 
schnittes entsprechend gemein, so sind siu immer auch ceiitnach colli- 
neär, und zwar verhallen sich das Cenlrum und die Axe dieser Sy- 
steme in Beziehung auf den Kegelschnitt wie Pol und Polare. 

Umgekehrt: sind in einer Lbene ein Kegelseh rsitt, ein Punkt und 
eine Richtung, welche letztere sich wie Pol und Polare verhalten, ge- 
geben, so kanu man immer zwei Systeme dieser Ebene für jenen Punkt 
als Contnim und jene Richtung als Axe eeutriscli collineiir so auf ein- 
ander beziehen, dass sie die Curve des Kegelschnitts entsprechend ge- 
mein haben. 

Hiemit hängen noch folgende K ige r. seh alten der Kegelschnitte un- 
mittelbar zusammen. 

a) Sind zwei Paare homologer Punkte einer projektiv! seh auf sieh 
bezogenen Kegclschmltcurve gegeben, so convergiren zwei gleichnamige 
Verbindungslinien der nicht homologen Punkte in einem Punkt der 
Axe der centrischen Collineation. 

b) Wenn auf der Curve eines solchen Kegelschnittes zwei homo- 
loge Punkte eine solche Lage haben, dass ihre Verbindungslinie durch 
das Centrum geht, so_ geht auch die Verbindungslinie jedes anderen 
Paares homologer Punkte durch jeucs Centrum, und die zwei Systeme 
sind involuforisch perspektivisch. 

e) Wenn auf der Curve eines solchen Kegelschnittes zwei homo- 
loge Punkte eine solche Lage haben, dass ihre Verbindungslinie nicht 
durch das Centrum. geht, so geht überhaupt keine solche Verbindungs- 
linie durch das Centnim: dagegen berühren alle diese Verbindungslinien 
einen zweiten Kegelschnitt, der mit dem ersten eine doppelte Berührung 
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hat, und zwar ist die Axe der cen tri sehen Collineation die Berührungs- 
schue dieser doppelten Berührung. 

d) Auch die Pole der Verbindungslinien der homologen Punkte 
bestimmen einen zweiten Kegels clinitt, welcher mit dem «i^eljunou. auf 
derselben BcrührungsseliDe eiue doppelte Berührung vollzieht. 

Das Ineinandergreifen zweier coliineärer Systeme einer 
Ebene , welches in §. 45, a und b erkannt wurde, steht in der 
Mitte zwischen den zwei Fällen, welche durch die Prädikate 
projektivisch und perspektivisch unterschieden werden. Da 
aber jener Fall eben so selbständig und begründet ist wie 
diese zwei extremen Fülle, so ist es wiiuscbeuswerth, densel- 
ben auch benennen zu können. Es mag daher der Fall, wo 
zwei collineäre Systeme einer Ebene einen Punkt und eine 
Richtung entsprechend gemein haben, mit dem Namen der 
centrischen Collineation bezeichnet werden, auch soll jener 
Punkt, in welchem allein zwei homologe Punkte der Systeme 
und jene Richtung, in welcher allein zwei homologe Richtungen 
der Systeme vereinigt sind, Centrum undAxe der Collineation 
heissen. Das Folgende wird zeigen, dass die centrische Colli- 
neation bei den coineidiraiden Kegelschnitten eine ebenso grosse 
Rolle spielt, wie die perspektivische bei den auseinander lie- 
genden Kegelschnitten. 

Es können zwei in einer Ebene liegende Systeme so auf 
einander collineiir bezogen werden, dass sie die Curvc eines 
Kegelschnitts entsprechend gemein haben, denn man darf sich 
hierbei ja nur vorstellen, dass in dem Umfang des Kegelschnitts 
zwei Curven eoineidiren, von welchen die eine dem einen 
und die andere dem andern Systeme angehört. Man wird 
also, wenn ein Kegelschnitt gegeben ist, zu drei Punkten 
A, B, C seines Umfanges noch drei andere Punkte A', B', C 
nach Belieben annehmen, und im Uebrigen nach der Regel 
des g. 120 verfahren, um die übrigen homologen Punkte zu be- 
stimmen. Es gibt übrigens für diesen besonderen Fall noch 
eine bequemere Methode. Denn zieht man (Fig. 69) von dem 
Punkte A aus nach den Punkten A', B', C des zweiten Sy- 
stems , und ebenso von dem Punkte A' aus nach den Punkten 
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A, B, C des ersten Systems gerade Linien, so wird man be- 
merken, dass sie conforme Vielstrahlen bilden. Denn gesetzt, 
es seien auch S und S' noch zwei homologe Punkte der col- 

lineären Systeme, so ist 

Vielstrahl S, ABC A S', A'B'C (§. 42, g). 

S, ABC A A', ABC 

S', 
folglich A', ABC A A, A'B'C (§. 30). 

Die Vielstrahlen A und A' sind somit conform, und weil 
auf ihrer Scheitellinie AA' zwei homologe Richtungen vereinigt 
sind, so befinden sie sielt in perspektivischer Lage (§.33, a). 
Die nach den homologen Punkten gezogenen Strahlen con- 
vergiren also alle auf einer Geraden MN. Diese Grade MN liefert 
nun ein sehr bequemes Mittel, um die gesuchten homologen 
Punkte der zwei Systeme '/m bestimmen, indem alle Punkte 
der Geraden MN, welche von den Punkten A und A' aus auf 
die Curve projicirt werden, zugleich auch homologe Punkte 
der zwei Systeme sein müssen. Man wird aber noch weiter 
sehen, dass dieselbe Gerade MN für zwei beliebige andere ho- 
mologe Punkte S, und S' dieselbe Bedeutung hat. Denn es 
bilden diese Punkte S und S' mit A, A' und B, B' ein Sechs- 
eck AB'SA'BS', dessen gegenüberstehende Seiten stets in drei 
Punkten M, N, L einer Geraden convergiren (§. 104, a). So 
oft man also von irgend zwei Paaren homologer Punkte 
die nicht homologen Punkte durch Gerade mit einander ver- 
bindet, so convergiren die letzteren in Punkten einer und der- 
selben Geraden MN. Diese Verallgemeinerung führt aber noch 
weiter. Wählt man nämlich die Punkte D und E (Figur 70) 
des ersten Systems gerade so, dass die Richtung DE durch den 
Pol von MN geht, und construirt nach der vorausgehen- 
den Kegel die homologen Punkte D' und E', so müssen auch 
die Verbindungslinien DE' und D'E der nicht homologen 
Punkte in einem Punkt R der Geraden MN convergiren. Da 
aber die Punkte D und E nach Voraussetzung auf einem Strahl 
des Punktes liegen, so sind DR und ER zwei homologe 
Gerade der involutorisclicn Systeme des Kegelschnitts, welche 
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den Punkt zum Centrum und die Grade MN zur Axe ha- 
ben, und es sind auch die Punkte D' und E', welche sie auf 
der Kcgclschnittcurve bezeichnen, homologe Punkte dieser 
involutorischen Systeme (§. 106). Es muss also auch die Verbin- 
dungslinie D'E' in dem Punkte convergiieri('§.4(j,a). Man sieht 
also, dass diejenigen Geraden des ersten Systems, welche durch 
den Pol von MN gehen, nur mit solchen Geraden des zwei- 
ten Systems homolog sind, welche ebenfalls durch diesen Punkt 
gehen. Hieraus schlichst man aber, gestützt auf §. 42, e, dass 
in dem Punkte zwei homologe Punkte der zwei collineären 
Systeme vereinigt sind und nun auch, gestützt auf g. 120, a, 
dass auf der Geraden MN zwei homologe Richtungen die- 
ser Systeme vereinigt sind. .Dieselben Systeme also, welche 
eine Kegelschnittcurvc entsprechend gemein haben, haben aus- 
ser ihr auch noch einen Punkt und eine Richtung entsprechend 
gemein und sind also eentriseh collinear, und zwar verhalten 
sich Centrum und Axe im Kegelschnitt wie Pol und Polare 
zu einander. Ist das Centrum und also auch die Axe MN 
gegeben, so reicht ein Paar homologer Punkte A und A' der 
ccntiisehen Collmoatioii hin, damit diese vollkommen bestimmt 
sei. Nimmt man nun die Punkte A und A' so, dass die Rich- 
tung AA' durch den Pol von MN geht, so gehören sie nach 
§. 106 zweien collinciiren Systemen an, welche für MN als 
Axe und für den Punkt als Centrum involutorisch und 
also auch perspektivisch sind, folglich wird auch die Verbin- 
dungslinie jedes anderen Paares homologer Punkte durch das 
Centrum gehen. Es folgt aber hieraus unmittelbar, dass 
wenn die zwei Systeme nicht involutorisch sind, dann auch 
keine einzige Verbindungslinie zweier homologer Punkte durch 
den Pol der Richtung MN gehen kann, und es fragt sich 
nun noch, welche Lage die Verbindungslinien in dem leta- 
leren Falle haben werden. Nun ist in dem Kegelschnitt 
ABB'A' (Fig. 73) durch den Pol , die Polare MN und die 
Verbindungslinie AA' zweier homologer Punkte nicht nur je- 
des andere Paar homologer Punkte, sondern auch ein zweiter 
Kegelschnitt RST bestimmt , welcher mit dem erstem ABB'A' 
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eine doppelte Berührung hat und die Gerade AA' berührt 
(§. 125, e). Man wird aber leicht finden, dass eben dieser 
zweite Kegelschnitt EST auch jede andere Gerade BB' berührt, 
welche zwei beliebige homologe Funkte des ersten Kegel- 
schnitts verbindet. Denn es werden die Verbindungslinien AB' 
und A'B der nicht homologen Rankte in einem Punkt N der 
Polare MN convergiren (§. 129, a) , die zwei anderen Conver- 
genzpunkte K und L der übrigen Verbindungslinien liegen 
auf der Polaren des Punktes N (§. 100, f), welche durch den 
Pol der Geraden MN geht (§.109,a). Weil hiernach OKL 
die Polare des Punktes N nicht nur für den Kegelschnitt 
ABB'A', sondern auch für den Kegelschnitt RST ist, und 
weil die involuto fische Collineation (deren Modalus gleich 
Eins ist) durch den Pol und die Polare vollkommen bestimmt 
ist, so sind die Geraden AA' und BB' nicht nur homologe 
Richtungen der Involution des Kegelschnittes ABB'A' für das 
Centrum N und die Ax.c KL, sondern auch derjenigen des 
Kegelschnittes P.ST. Da nun aber die Richtung AA' den 
Kegelschnitt PST n. An. berührt, so muss auch die homologe 
Gerade BB' denselben berühren (§. 62, c). Dass auch die Pole 
der Geraden AA', BB' auf einem Kegelschnitte liegen werden, 
folgt ;uis der ReciprociÜU des Kegelschnittes (§. 108, e). 

K. Die Brennpunkte. 

g. 130. Wenn die Eckpunkte eines Dreiecks in einem gegebenen 
Kegelschnitt sieli hevegen, wilhreml zwei Seilen desselben sich um zwei 
fest« funkte drehen, so kann die Lage der dritten Seite nach folgenden 
Regeln beurtheilt werden. 

a) "Wenn die zwei festen Punkte in Beziehung auf den Kescl- 
schnitt ennjusirt sind, so dreht sich die dritte Seite um einen Punkt, 
den Pol der durch jene festen Punkte bestimmten liieliiunp. 

h) Wenn die zwei festen Punkte in Beziehung auf den Kegelschnitt 
nicht eonjugirt sind, so berührt die dritte Seite einen anderen Kegel- 
schnitt, welcher mit dem ersten in doppelter Heviihning steht, und zwar 
geht die Bervlhrungsseune dieser zwei Kegelschnitte durch jene zwei 
festen Pnnkle. 

c) Wenn die drei Seiten eines Dreiecks einen Kegelschnitt beruh- 
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ren, und zwei Ecken desselben in zwei gegebenen Geraden liegen, so 
beschreibt auch, das dritte Eck eine Gerade, wenn jene gegebenen Ge- 
raden conjngirt sind, oder wenn diess nicht der Fall ist, so beschreibt es 
einen Kegelschnitt, der mit dem gegebenen eine doppelte Berührung hat. 

%. 131. Wenn die Ecken' eines Dreiecks in einem gegebenen 
Kegelschnitt sich bewegen, während eine Seite einen anderen Kegel- 
schnitt berührt, der mit dein ersten eine do|inel(c Berührung hat, und 
eine zweite durch einen festen Punkt der Berühruugsschne der zwei 
Kegelschnitte geht, so gebt auch die dritte Seite durch einen anderen 
festen Punkt dieser Berührungssehne. 

Der über der Hauptaxe eines Kegelschnitts als Durchmesser con- 
struirte Kreis hat mit diesem Kegelschnitt selbst eine doppelte Berüh- 
rung; wenn nun ein Dreieck in diesen Kreis so beschrieben wird, dass 
eine Seite den Kegelschnitt berührt und die andere Seite durch den 
Mittelpunkt des Kreises geht, so geht die dritte Seite durch einen an- 
deren constanten Punkt der Axe, und dieser ist ein Brennpunkt des 
Kepjlitl-.niltes. Daraus folgt, dass jeder Kegelschnitt zwei Brenn- 
punkte hat, welche mit den im siebenten Buch angeführten Brenn- 
punkten identisch sind. 

g. 132. Wenn zwei Kegelschnitte einen Brennpunkt gemeinschaft- 
lich haben, so sind sie für diesen Punkt als Centrum perspektivisch 
collineär; hiermit hängen noch folgende Eigenschaften zusammen. 

a) Die Sehnen eines Kegelschnitts, welche vom Brennpunkt aus 
unter constanten Winkeln gesehen werden, berühren einen anderen Ke- 
gelschnitt, und der Pol dieser Sehne besehreibt ebenfalls einen Kegel- 
schnitt. 

b) W"enn zwei feste Tangcnlen eines Kegelschnitts von einer drit- 
ten beweglichen Tangente geschnitten werden, so wird das Stück der 
letzteren, welches zwischen den ersten liegt, vom Brennpunkt aus un- 
ter einem consUntcn Winkel gesehen. 

Wenn Fig. 75. M und N zwei conjugirte Punkte des Ke- 
gelschnittes ABC sind, und von denselben aus nach einem be- 
liebigen Punkt der Kegclschnittcurve zwei Linien gezogen 
werden, weiche derselben zum zweitenmal in den Punkten A 
und B begegnen, so wird die Polare des Punktes M durch 
den Punkt N gehen (§. 109) und die Gerade AC in einem 
solchen Punkt ätt schneiden, dass die Punkte A und C durch 
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die Punkte M und 9tt harmonisch getrennt werden (g. 106). 
Ebenso wird die Polare des Punktes N durch den Punkt M 
gehen und auf BC einen Punkt 9? bezeichnen, welcher mit 
dem Punkt N die Punkte B und C harmonisch trennt. "Weil 
hienach die Punktreihe ('AHM A CBN9I A CB9tN und in 
C zwei homologe Punkte der Conformität vereinigt sind, so 
liegen die Pnnktreihen perspektivisch, und es convergiren die 
Geraden M9I und NSU in einem Punkte Q mit AB (§. 33), und 
dieser Punkt Q ist die Polare der Geraden MN (g. 109, d.) Es 
mag also der Punkt C angenommen werden , wie er will , so 
geht die dritte Seite AB doch stets durch den Pol Q derjenigen 
Geraden, welche die zwei festen Punkte M und N verbindet. 
Wenn nun aber (Fig. 74) die Punkte M und N einander 
nicht conjugirt sind, und man construirt mehrere Dreiecke 
ABC, A'B'C und A"B"C" etc. so in den Kegelschnitt, dass 
zwei homologe Seiten derselben stets durch zwei feste Punkte 
M und N gehen , so sind nach g. 106 jedenfalls die Punkte 
A, A', A", so wie auch die Punkte B,B',B" den Punkten C, C, C" 
involutorisch collineär. es bezeichnen also jedenfalls diese Punkte 
drei collineäre Systeme, von denen die zwei ersten mit dem 
letzteren perspektivisch liegen, die aber gegen einander nur 
projektivisch sind {§. 49). Hieraus folgt, dass die Verbindungs- 
linie AB, A'B', A"B" der homologen Punkte der zwei ersten 
Systeme einen Kegelschnitt berühren, welcher mit dem gege- 
benen eine doppelte Berührung hat (§. 129. c). Nun bemerke 
man aber, dass CAB"C"A"B ein Sechseck im Kegelschnitt ist. 
in welchem die Gegenseite CA und C"A" in dem Punkte M, 
die Gegenseiten B"C" und BC im Punkte N convergiren, so 
wird man schliessen, dass auch die Gegenseiten AB" und A"B 
in einem Punkte der Richtung MN convergiren (g. 104, a), und 
folglich ist MN die Beriihrungssehne der zwei Kegelschnitte 
(§. 129, a). Weil nun durch den einen Kegelschnitt ABC, 
durch die Richtung der Geraden MN und durch eine Gerade 
AB, welche den zweiten Kegelschnitt berührt, der letztere voll- 
kommen bestimmt ist (g. 125, e), so folgt, dass dieser Satz 
auch umgekehrt werden kann. Dieser Umkelnungssafz gibt 
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ein neues Mittel an die Hand, um zu einem Paar gegoltener 
homologer Punkte A und B noch viele andere zu construi- 
ren, welche für eine gegebene Kleidung MK homolog sind, er 
führt aber auch zu einer Einsicht in die Brennpunkte der Ke- 
gelschnitte. Construirt man nämlich über der Hauptaxe A2t 
eines Kegelschnittes (Fig. 7!)) als Durchmesser einen Kreis, so 
berührt er den Kegelschnitt in den Scheitelpunkten, zeichnet 
man ferner in den Kreis ein Dreieck DGE, dessen eine Seite 
DE den Kegelschnitt in einem Punkt C berührt und dessen 
andere Seite durch den Mittelpunkt geht, so geht die dritte 
Seite DG, dem Vorausgehenden zufolge, durch einen constan- 
ten Punkt F'. Zu einem zweiten solchen Punkte F" kommt man 
durch ein Dreieck EDH, dessen Seite ÜH durch den Mittel- 
punkt geht. Man wird leicht sehen, dass diese zwei Punkte 
F' und F" in gleicher Entfernung vom Mittelpunkt liegen, und 
mehr noch, man wird sehen, dass sie Brennpunkte des Ke- 
gelschnittes sind. Denn entwickelt man aus einem mit A91 
aus F" beschriebenen Kreis und aus dem andern Punkt F' 
einen Kegelschnitt nach der Methode §. 91, so erscheint A91 
als seine Axe (%. DT). Derselbe hat auch die Eigenschaft, dass 
wenn die eine Seite eines in den Kreis AS[ beschriebenen Drei- 
ecks durch den Mittelpunkt geht, und die andere durch den 
Punkt F', die dritte Seite ED den Kegelschnitt berührt (§. 98), 
es fallen also die Tangenten dieses construirten Kegelschnitts 
mit den Tangenten des gegebenen zusammen, und folglich fal- 
len überhaupt auch die Curven dieser Kegelschnitte auf ein- 
ander (§. 103, d). Man schliesst hieraus, dass die Punkte F' 
und F" wirkliche lärennpunkle des Kegelschnittes seien und 
an allen Eigenschaften, welche im sechsten Buch von denselben 
ausgesprochen wurden, Theil haben. 

Nun ist jeder Kegelschnitt mit seinem Leitkreis, d. h. 
mft einem solchen Kreis, der aus seinem Brennpunkt als Mit- 
telpunkt besehrieben wird, perspektivisch eollineär, und zwar 
ist dieser Brennpunkt das Ceiitru.m ihrer Collineation {§. 87.) 
Hat man also zwei Kegelschnitte mit einem gemeinschaftlichen 
Brennpunkt und man beschreibt aus demselben einen Kreis, 
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so ist jeder der Kegelschnitte mit diesem Kreis für den Mittel- 
punkt des Kreises als Centrum perspektivisch collineJir, folg- 
lich sind auch die zwei Kegelschnitte unter einander für den 
gemeinschaftlichen Brennpunkt als Centrum perspektivisch col- 
lineär {§. 49, a). Construirt man nun in dein Leitkreis des 
Kegelschnitts einen Cenfriwinkcl und dreht ihn, ohne seine 
Grösse zu verändern, so bestimmt er solche Sehnen im Kreis, 
welche einander gleich sind, und welche gleich weit vom Mit- 
telpunkt abstehen und daher einen zweiten mit dem ersten 
coucenmselien Kreis berühren. Die Schenkel dieser Centri- 
winkel bestimmen aber als Collincationsstrahlen homologe 
Punkte und homologe Sehnen im collineären Kegelschnitt, 
welche auch eine Curve berühren werden, die dem Kreis ho- 
molog ist, welche von den Kreissehnen berührt wird, d. h. sie 
berührt ebenfalls einen Kegelschnitt (§. 86). Zieht man im 
Leitkreis zwei feste Tangenten und eine bewegliche, so wird 
man leicht finden, dass das Stück der beweglichen Tangente, 
welches zwischen den festen liegt, vom Mittelpunkt aus unter 
einem Constanten Winkel erscheint. Diesen Tangenten ent- 
sprechen aber im collineiireu Kegelschnitt homologe Tangenten, 
welche sich in homologen Punkten durchschneiden; und weil 
das Centrain der Collinealiou im Mittelpunkt des Kreises liegt, 
so liegen die homologen Punkte im System des Kegelschnitts 
auf den Eichtungen derselben Kreishalbmesser, es wird also 
auch das Stück der beweglichen Tangente des Kegelschnüfs, 
welches zwischen den homologen festen Tangenten liegt, vom 
Brennpunkt aus unter einem constauten Winkel gesehen werden. 
L. Affine Kegelschnitte. 
§. 133. Wenn die Mittelpunkte zweier collineär auf einander be- 
zogenen Kcgdsdmilti! homolog sind, so sind die Kegelschnitte affin. 
Man kann übrigens nur solche zwei Kegelschnitte affin auf einander 
beziehen, welche in BeiietV de* Punkte des endlichen und uneiidlidien 
Raumes gltfidiarüw' Dimensionen lial.ien. Ut diese Bedingung erfüllt, 
so kann man zu einein Durchmesser des einen Kegelschnitts, den ho- 
mologen Durehmesser des anderen Kegelschnitte nach Belieben anneh- 
men, damit sind aber sodann alle homologen Punkte ihrer Affinität 
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vollkommen bestimm!. Die affinen Kegel seh mite sind durch folgende 
Merkmale ausgezeichnet. 

a) Jedem Durchmesser des einen Ki'iH'l.-idmitls ist wieder ein Dureh- 
messer des andern Kegelschnitts homolog. 

b) Sind zwei Durchmesser eines Kegelschnitts einander conjugirt, 
so sind auch die homologen Durchmesser des affinen Kegelschnitts ein- 
ander conjugirt. 

c) Sind mehrere .Sehnen eines Kegelschnittes einander parallel, so 
sind auch die homologen Sehnen des affinen Kegelschnitts einander pa- 
rallel, und denen des ersten Kegelschnitts proportional: 

g. 134. In Betreff der perspektivischen Lage affiner Kegelschnitte 
kann bemerkt werden: 

a) Wenn zwei Kegelschnitte zwei parallele gemeinschaftliche Tan- 
genten haben, so sind sie für die Richtung dieser Tangenten als der 
ihrer Collinealionsstnihten perspekliviseh affin. Die zwei Sehnen, welche 
auf einer solchen Richtung liegen, sind homolog und ihr Verhältnis!* 
ist dem Modulus der Affinität gleich. 

b) Wenn zwei Kegelschnitte die zwei Endpunkte eines Durchmes- 
sers gemeinschaftlich haben, so sind sie für die Richtung dieses Durch- 
messers als Axe perspektivisch affin. Die Abschnitte, welche durch 
zwei homologe Punkte und die Axe auf einem Coliitiealionssli'ahl be- 
stimmt werden, sind homolog, und ihr Verhällniss ist dem Modulus 
der Affinität der Kegelschnitte gleich. 

c) "Wenn zwei Kegelschnitte eine Axe mit einander gemein haben, 
bo sind sie nicht nur für dieselbe als ihre Oollinoatiousaxe perspekli- 
viseh afiin, soiidern sie haben auch auf der Richtung dieser Axe eine 
doppelte Berührung. Eine Gerade, welche senkrecht zu dieser Axe 
sieht, bezeichnet die Richtung der Colline;uionsstnihleu, und die Sehnen, 
welche sie in den Kegelschnitten bildet, sind homolog, und ihr Ver- 
hältniss ist dem der Affinität der Kegelschnitte gleich. 

Nachdem nun die Collineation der Kegelschnitte im All- 
gemeinen und in den wichtigsten besonderen Füllen durchge- 
gangen ist, muss noch ein Blick auf die besonderen Formen 
der Collineation geworfen werden und zunächst auf die Affi- 
nität. Nun können aber nicht jede zwei beliebige Kegelschnitte 
affin auf einander bezogen werden, da die affinen Kegelschnitte 
in Betreff ihrer Punkte des endlichen und unendlichen Raumes 
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gleichartig sind (§. 51, cj. Es können also nur zwei Ellipsen, 
welche mit allen ihren Punkten im endlichen Kaum liegen, 
oder zwei Parabeln, welche nur mit einem Punkt im unend- 
lichen Raum liegen, oder endlich zwei Hyperhein, welche mit 
zwei Punkten im unendlichen Raum liegen, affin sein. Sollen 
aher zwei solche in Betreff ihrer Dimensionen gleichartige Ke- 
gelschnitte affin auf einander bezogen werden, so müssen in 
den affinen Systemen, denen sie angehören, die Geraden des 
unendlichen Raumes homolog sein (g. 51, a). Weil aber die 
Pole homologer Geraden auch wieder homologe Punkte sind 
(§. 120, a), so müssen auch die Mittelpunkte der affinen Ke- 
gelschnitte als die Pole der unendlich entfernten Geraden ho- 
mologe Punkte derselben sein. 

Will man aber zwei Kegelschnitte collineär auf einander 
beziehen, so kann man zu drei Punkten auf dem Umfang des 
einen Kegelschnitts K drei Punkte auf den Umfang des an- 
dern Kegelschnitts K' nach Belieben annehmen {.g- 120). Nimmt 
man nun aber die drei Punkte ABC des einen Kegelschnitts, 
so, dass A und B mit den Endpunkten eines Durchmessers, 
und der Punkt C mit dem Endpunkt des conjugiitcn Durch- 
messers zusammenfällt , und nimmt man sodann auch die 
Punkte A'B'C des andern Kegelschnittes ebenso, so sind die 
Systeme nicht nur collineär, sondern auch affin. Denn weil 
der Durchmesser AB dem Durchmesser A'B' homolog ist, so 
müssen auch die Pole dieser Durchmesser homolog sein, diese 
liegen aber auf der Richtung ihrer coujugirten Durchmesser, 
welche durch die Punkte C und C gehen, die ebenfalls ho- 
molog sind (§. 75, a). Es sind also auch diese coujugirten Durch- 
messer homologe Richtungen (§. 42, d) und folglich sind auch 
die Mittelpunkte der Kegelschnitte homologe Punkte (§. 42, e) 
und die Kegelschnitte sind also affin. Man wird noch bemer- 
ken, dass auch dieser Weg zu der Bedingung führt, dass die 
Kegelschnitte gleicher Art sein müssen, denn nur wenn diess 
der Fall ist, sind die Endpunkte C und C der coujugirten 
Durchmesser zugleich endliche oder unendliche Punkte. Zu- 
gleich sieht man ferner, dass wenn zwei gleichartige Kegel- 
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schnitte affin auf einander "bezogen werden sollen, nur zu ei- 
nem Punkt auf dem Umfang des einen, ein Punkt auf dem 
Umfang des andern Kegelschnitts nach Belieben angenommen 
werden kann, und dass durch dieses einzige Paar homologer 
Punkte die affinen Systeme der Kegelschnitte vollkommen be- 
stimmt sind. Die übrigen Sätze über die affinen Kegelschnitte 
folgen so unmittelbar aus dem, was bisher über die Affinität ge- 
sagt wurde, und aus den allgemeinen Tiegeln der perspektivi- 
schen Kegelschnitte, dass folgende Andeutungen genügen wer- 
den: Sind zwei geinein.sclial'tliclie Tangenten einander parallel, 
so sind die Kegelschnitte für den C(nive]genz|iimkt dieser Tan- 
genten perspektivisch coiiineär (§. 122), Weil aber dieser 
Oonvergenzpunkt im unendlichen Raum hegt, so gehört die 
Culliiualion zur besondern Art der Affinität. Haben zwei 
gleichartige Kegelschnitte einen Durchmesser geinciuseliafilie.h. 
so sind sie für die Richtung dieses Durchmessers als Axe per- 
spektivisch coiiineär (§. 121), folglich sind auch die in dem 
Mittelpunkt vereinigten Punkte der zwei collineären Systeme 
homolog, und es gehört also diese Collmcation zur besondern 
Art der Affinität. 

M. Aelml iche Kegelschnitte. 
g. 135. Kegelst imitte, weiche jilcklie Lxccui.rkilälcii haben, sind 
ähnlich; ihre Mittelpunkte, Axeii, Brennpunkte, sind homolog. Wenn 
die Haupt-Axcn zweier iilmlkiien Kc^oJschnittü parallel -^i ml, so "befin- 
den sie sieb iihenlkss in perspektivischer La««. Aehnliclie KcärLclmitie 
perspekiivi-ciier l.a;:e sind noch durch füllende Merkmale a;i. -gezeichnet; 

a) Sic haben stets zwei gemeinschatijklie Ykkirahlcn gleichartiger 
Lüge, deren Scheitel die Aehnlicbkcitspunkte ihrer Cnllineal.ion sind. 
Diese Aehnlichkeitsp unkte liegen mit den Mittel [Hinkten der Kegel- 
schnitte in einer Richtung und trennen dieselben harmonisch. 

b) Sie haben im endlichen Baum nur eine gemeinschaftliche Se- 
kante, und können einander also höchstens in zwei Punkten schneiden. 
Diese gemeinschaftliche Sekante des endlichen Raumes liegt in der 
Mitte /.wischen den zwei Polaren , welche einem ihrer Achnlichkeils- 
punkte in den ckzelncü Ke^d-clndlten entsprechen. 

c) Wenn drei ähnliche Kegelschnitte paarweise perspektivisch gegen 
einander liegen, so liegen auch von ihren Aehnlichkeits punkten je drei 
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ungleichnamige in einer geraden Linie, so dass die Kegel schnitte vier 
gemeinschaftliche Aehnlirhkeitsstrahlen haben. 

d) Wenn von drei ähnlichen und perspektivisch gegen einander 
Siegenden K fleisch iiifien einer die zwei anderen berührt, so ist die Ver- 
bindungslinie der Berührungspunkte des ersteren ein ^ehnliclikeitsstrahl 
der zwei letzteren. 

e) Wenn drei ähnliche Kegelschnitte paanvei-e prispekuvisch gegen 
einander liefen, su convergiren ilire drei gemeinschaftlichen Sekanten 
des endlichen Raumes in einem Punkt. 

f) Kreise sind nicht nur alle ähnlieh, sondern sie befinden sich 
auch stets in perspektivischer Lage, und dieses ist also der Grund der- 
jenigen Kigenschaften, die unter dem Namen der Aehnlichkeit und Po- 
tenziaütlt früher an ihnen erkannt worden sind. 

Damit zwei Kegelschnitte, ähnlich seien, ist ebenfalls die 
Bedingung nothwendig, dass sie gleicher Art seien (§. 51, c), 
aber diese Bedingung ist allein noch nicht hinreichend. Es 
müssen aus dem gleichen Grund wie bei den affinen Kegel- 
schnitten auch die .Mittelpunkte homolog sein, aber noch mehr: 
man kann nicht zwei beliebige Durchmesser zur collineäreu 
Beziehung ihrer Aehnlichkeit annehmen. Denn gesetzt, es 
seien d und d' zwei solche Durchmesser, so sind auch 'die 
Endpunkte derselbsn und folglich auch die Tangenten dieser 
Endpunkte homolog. In ähnlichen Systemen ist aber der Win- 
ke!, den zwei Gerade des einen Systems machen, dem Winkel 
gleich, welchen die homologen Geraden des andern Systems 
mit einander machen. Sollen also zwei Durchmesser d und d' 
zweier ähnlichen Kegelschnitte homolog sein, so müssen auch 
die Winkel, welche ihre Endestangenten mit ihnen machen, 
einander gleich sein. Nun stehen aber im Allgemeinen die 
Durchmesser schief auf ihren Endestangenten und nur die Axen 
stehen senkrecht auf denselben, es müssen also jedenfalls die 
Axen zwei homologe Linien sein. Um nun aber auch die 
iiI.ii-.'. n D'inlniM •• r ii.ii iliiMin M.in-l|nin]U'.' ■•••• I» <nili< il--ii 
zu können, betrachte man die Fig. 60, in welcher zu dem Brenn- 
punkt F" die Direktrize ay' gezeichnet ist , die mit der Po- 
laren des Funktes F" zusammenfällt. Dort ist bei der Col- 
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lineation des Kegelschnitts mit dem Leitkreis F' die Richtung 
des Durchmessers OC, der Geraden DC collineär, weiche 
durch den Brennpunkt F" geht und mit ihr auf der Direktrize 
in einem Punkte y' convergirt, zugleich steht aber auch die 
Tangente Cy des Endpunktes C des Durchmessers auf F'y 
senkrecht, und es ist der Winkel /CD der Ergänzung des 
Winkels O/F" zu einem Rechten gleich. Soll nun dieser 
Kegelschnitt AB31 einem andern Kegelschnitt K' ähnlich sein, 
so muss nicht nur die Axe A% dieses Kegelschnitts der Axe 
des Kegelschnitts K' entsprechen , sondern es muss auch der 
Durchmesser OC des Kegelschnitts AB91 demjenigen Durch- 
messer des Kegelsehnill.es K' entsprechen, der unter einem 
Winkel zur Axe geneigt ist, der so gross ist, als der Winkel 
COA; es muss ferner der Winkel, den die En'.lest.iiigeuien 
dieser Durchmesser mit diesen Durchmessern inachen, in bei- 
den Kegelschnitten gleich sein, und folglich müssen auch die 
Winkel einander gleich sein, welchen die Durchmesser mit 
den Geraden, die von den Brennpunkten ausgehen und auf 
den Dhektrizen mit ihnen convergiren , und deren einer im 
Kegelschnitt AB21 durch den Winkel O/F" dargestellt ist. . 
Es muss also das Dreieck OF"/ in dem Kegelschnitt AB9t 
■ !■ IM i>Dl-|<rri.ll--li-Ii-n l*|tM"l. '" d' ni \%...\ l.imi K' , l.ipli- li 
sein. Weil nun aber ohnehin das Dreieck Qay' des Kegel- 
schnittes AB3I dem entsprechenden Dreieck des Kegelschnittes 
K' ähnlich ist, so folgt, dass das Verhältniss OF" : Ow in dem 
Kegelschnitt AB2I so gross sein muss, als das Verhältniss der 
entsprechenden Abschnitte des .indem Kegelsclmittes (§. 51). 
Nun ist aber OF" : OA = OA : 0« oder OF" . 0« = 0A= 
folglich, wenn man mit Ok j dividirt 

OF" : 0« = OA' 1 : 0«* 
Es ist aber OA : 0<* der Exccntricität e des Kegelschnitts gleich 
und folglich OF"; Oa = e 2 . Sollen also jene Verhältnisse cüian- 
der gleich stin, so müssen auch die Quadrate und folglich 
auch die einlachen Exceuiriei täten der Kegelschnitte gleich seil). 
Es folgt hieraus, dass zwei Kegelschnitte nur ähnlich sein 
können, wenn ihre Exccntricitiiien gleich sind. Nun kann man 
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natürlich auch umgekehrt schliessen, dass zwei Kegelschnitte 
ähnlich sind, sobald sie gleiche Execntiicitätcn haben. Weil 
aber in solchen Kegelschnitten das Verhältniss OF" : OA con- 
stant ist und die Punkte und A homologe Punkte der ähn- 
lichen Systeme sind, so folgt, dass auch die Brennpunkte ho- 
molog sind. Zwei ähnliche Kegelschnitte befinden;,sich in per- 
spektivischer Lage, sobald ihre Hatiptaxen parallel sind, denn 
offenbar sind alsdann auch ihre zweiten Axen, die auf jenen 
senkrecht stehen, parallel, und diese zwei Paare ihrer homo- 
logen Richtungen bestimmen die Lage ihrer Collineationsaxe, 
welche, wegen des Parallc'Iisin us derselben, im unendlichen 
Räume liegt. Diese Collineationsaxe des unendlichen Raumes 
ist eine gemeinschaftliche Sehne der zwei ähnlichen Kegel- 
schnitte, und diese Kegelschnitte haben also noch eine zweite 
Sehne AB (Fig. 77) und zwei Vielstrahlen und gleichartiger 
Lage im unendlichen Raum gemeinschaftlich (§. 12D). Die Pole 
der gemeinschaftlichen Veline SIS. des unendlichen Raumes sind 
die Mittelpu-nkfe M und M' der zwei Kegelschnitte (§. 107, c). 
Es liegen also diese Mittelpunkte mit den Scheiteln und O 
der gemeinschaftlichen Vielstrahlen in einer Richtung und tren- 
nen dieselben harmonisch (g. 121, a). Weil sodann die Kegel- 
schnitte nur eine Sehne AB im endlichen Raum gemein- 
schaftlich haben, so können sie sidi höchstens in zwei reellen 
Punkten schneiden. Auch die gemeinschaftlichen Sehnen AB 
und 91S werden durch die zwei Polaren rs und rV, welche 
einem der Aehnliehkeitspunkte entsprechen, harmonisch ge- 
trennt jg. 122, a), weil aber von diesen vier Richtungen eine, 
nämlich W'-ii.. ganz im unendlichen Raum liegt, so sind säe ein- 
ander parallel, und es muss AB in der Mitte zwischen rs und 
r's' liegen, denn diese vier Hieb hingen theilen ja jede Trans- 
versale in einer harmonischen Reihe rAr'Sl, und weil St im 
unendlichen Raum liegt, so muss A zwischen r und r' in der 
Mitte liegen. 

Hat man drei Kegelschnitte, welche paarweise perspekti- 
visch liegen, so ist die Lage der Centra und £), Q und 
Q, P und ^3 einem ; sehr einfachen Gesetz unterworfen. Da 
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nämlich diese perspektivischen CoIIincationssysteme eine und 
dieselbe Collineationsaxe , nämlich eben die Richtung 3133 
des unendlichen Raumes gemeinschaftlich haben, so folgt nach 
§. 49, b, dass die Centra je zu dreien in einer Richtung lie- 
gen und dass die drei Systeme also vier gemeinschaftliche 
Aehnlichkeitsstrahlen haben. Wenn nun einer dieser Kegel- 
schnitte M" die zwei anderen in den Punkten C und C berührt, 
so sind diese Punkte die Scheitel üuer gemeinschaftlichen Viel- 
strahlen (§. 124, a), sie liegen also mit dem Scheitel des 
gemeinschaftlichen Vielstrahls der berührten Kegelschnitte in 
einer Richtung. Wenn nun aber die Punkte C und C auf 
einem Strahl des Vielstrahls liegen, so sind sie homologe 
Punkte der perspektivischen ('"Umeafion der berührten Kegel- 
schnitte M und M'; die Tangenten der Punkte C und C con- 
vergiren also in einem Punkt y der Axe AB. Diese Tangenten 
Cy und C'y sind aber auch die gemeinschaftlichen Sehnen zwi- 
schen dem Kegelschnitt 31" und den Kegelschnitten M und M' 
(§. 124, a). Es eonvergiren also die drei gemeinschaftliche!] 
Sehnen der drei Kegelschnitte in einem Punkt y. Diese Eigen- 
schaft ist nicht blos auf den Fall beschränkt, wo einer der 
Kegelschnitte die zwei anderen berührt, sondern er hat allge- 
meine Gültigkeit. Um das einzusehen, kann man zuerst einen 
vierten Kegelschnitt 3K" in's Auge fassen, der den Kegelschnitt 
M auch in dem Punkt C berührt, dagegen aber den Kegel- 
schnitt M' in zwei Punkten E' und F' schneidet. Alsdann 
sind M', 3Ä" und M" drei Kegelschnitte, von welchen M" die 
zwei anderen M' und 5K" berührt. Man hat also den Fall 
vor sich, für welchen man schon erkannt hat, dass die drei 
gemeinschaftlichen Sekanten Cy, Cy' und E'F' in einem Punkt 
y eonvergiren. Diess ist aber derselbe Punkt, in welchem 
auch AB convergirt. Man schliesst hieraus, dass die gemein- 
schaftlichen Sekanten solcher Kegelschnitte in einem Punkte 
eonvergiren, wenn nur zwischen einem Paar derselben ein Be- 
rühren Statt findet. Nun kann man endlich auch noch einen 
fünften Kegelschnitt 9)1" zeichnen, welcher sowohl den Ke- 
gelschnitt M' in zwei PunktenE' und F', als auch den Kegel- 
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schnitt M in zwei Punkten G und H schneidet. Dann sind 
aber M', M" und in" drei solche Kegelschnitte, zwischen wel- 
chen eine einzige Berührung Statt, findet und deren gemein- 
schaftliche Sek.int.cn also in einem Punkt y convergiren. In 
diesem Punkt y convergirt aber auch die gemeinschaftliche 
Sekante AK: mau sieht also, wenn drei ähnliche Kegelschnitte 
perspektivisch liegen und sich in ganz beliebigen Punkten 
durchschneiden, dass doch auch ihre drei gemeinschaftlichen 
Sekanten des endlichen Raumes in einem Punkte convergiren. 
Man wird die Uebereinslinuuung dieser Eigenschaften mit 
denjenigen der Kreise nicht übersehen. Diese Uebcreinstim- 
raung ist aber keine zufällige. Demi Kreise sind offenbar 'ähn- 
liche Kegelschnitte, als Kegelschnitte, deren S'Acentricltiit gleich 
Null ist. Die Kreise haben aber noch das Auszeichnende, 
dass sie immer perspektivisch liegen, weil man jeden ihrer 
Durchmesser als Axe betrachten kann. Und nun ist es klar, 
dass alle Kreise einer Ebene, wie sie auch gegen einander lie- 
gen, an den Eigenschaften Theil nehmen, welche sonst blos 
den ähnlichen und perspektivisch liegenden Kegelschnitten zu- 
kommen. Und man wird jetzt die unter dem Namen der Aehn- 
lichkcit und Potenzial i tat aufgeführten Eigenschaften recht ver- 
stehen, wenn man bemerkt, dass die Aehidichkeit nichts Ande- 
res ist, als die perspektivische CoIIineation der Kreise für ihre 
unendlich entfernte gemeinschaftliche Sehne und diePotenzia- 
lität nichts Anderes, als die perspektivische CoIIineation für 
ihre gemeinschaftliche Seime des endlichen Kanmes. Hiemit 
ist man auf dem Wege der Erforschung der Oollineations- 
verhiiltiiisse der Kegelschnitte wieder bei dem besondern Falle 
der Kreise angelangt, der zum Ausgangspunkt gedient hat, 
und damit sind jene allgemeinen Untersuchungen geschlossen. 
Es bleibt jetzt nur noch die Aufgabe, die besonderen Eigen- 
schaften aufzusuchen, durch welche sich die Arten der Kegel- 
schnitte von einander unterscheiden, und dicss soll in den drei 
folgenden Büchern geschehen. 
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Keimt es lfueEi. 

Die Ellipse. 

A. Gestalt der Ellipse im Allgemeinen. 

§. 136. Der Umfang der Ellipse ist eine in sich geschlossene Curve 
des endlichen Raumes, welche die Ebene, in der sie liegt, in zwei 
Theile theilt. Die endliche Flache, welche sie umschliesst, ist die Ober- 
fläche der Ellipse, während die unendliche Fläche, von der sie umgeben 
wird, als ausserhalb der Ellipse liegend betrachtet wird. 

Jede Sehne, welche zwei Punkte ihres Umfangs mit einander ver- 
bindet, liegt mit allen Punkten ihrer Ausdehnung in der Ellipsen- 
fläche. Die Ellipse hat also nur Sehnen gleicher An. 

Die Ellipse geht aus einer solchen Collineation mit dem 
Kreise hervor, hei welcher die Gegenaxe in dein System des 
Kreises ausserhalb der Fläche eben dieses Kreises liegt. Die 
Ellipse hat daher die Gestalt einer ganz im endlichen Raum 
liegenden, in sich selbst zurückkehrenden Curve (g. 100). 
Diese Gestaltsverlialtnisse sind besonders anschaulieh, wenn 
man die Collineation mit ihrem Leitkreis in's Auge fasst. Man 
weiss aus §. 100, dass jede Ellipse aus solchen Leitkreisen 
entwickelt wird, die zum Mindesten einen inneren Aehnlich- 
kcitspimkt haben, zu welchem die Ellipse gehört. Sind nun 
F' und F" (Fig. 59, a) die zwei Leitkreise und 0' derjenige 
innere Aehnlichkeitspunkt , zu welchem die Ellipse AB312J 
gehört, so ist die Ellipse dem Leitkreis 0' lür die Potenz- 
linie ay als Axe und dem Mittelpunkt F' als Centrum colli- 
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neär, und die Polare aV, welche dem Punkt 0' im Kreis F' 
als Polare entspricht, ist die Gegenaxe der Gollineation im 
System des Kreises F' (§. 87 u. 89). "Weil nun die Gegenaxe 
als Polare des inneren Punktes 0' ausserhalb des Leilkrciscs 
liegt, so hat sie mit der homologen, unendlich entfernten Ge- 
raden im Systeme der Ellipse eine gleichartige Lage gegen 
das Centrum 0' und die Axc ay der Collineation. Die Colli- 
neation der Ellipse mit ihrem Leitkreis ist also durch eine 
einstimmige Lage ihrer homologen Elemente ausgezeichnet 
(§. 47, a). Wenn also ein Punkt C' des Leitkreises auf der 
endlichen Strecke zwischen dem Centrum F' und der Axe ety 
liegt, so muss auch der homologe Punkt C der Ellipse auf eben 
dieser Strecke liegen, wenn ein anderer Punkt auf der über F' 
hinaufgehenden rückgängigen Yerliiiigi.'ning einer solchen Strecke 
liegen sollte, so liegt auch der homologe Punkt der Ellipse auf 
derselben, und wie alle Punkte des Kreises im endlichen Raum 
liegen, so liegen auch alle homologen Punkte der Ellipse im 
endlichen Raum und diese ist eine in sich geschlossene Curve 
lies endlichen Raumes. 

Die Richtung jedes Collincationsstrahls, d. i. jeder Halb- 
messer des Kreises F' bezeichnet auf den collincären Curven 
homologe Punkte C und C, und weil der Kreis nicht von der 
Gegenaxe- geschnitten wird, so sind auch alle Punkte der end- 
lichen Strecke eines Kreishalbmessers F'C den Punkten der 
endlichen Strecke F'C im System der Ellipse homolog. Es ist 
also die endliche Fläche, welche von der Ellipse umschlossen 
wird, der Kreisfläche homolog, und ersterc muss also als die 
Oberfläche der Ellipse betrachtet werden. Ebenso sind die 
unendlichen Räume, welche die Ellipse und den Kreis umge- 
hen, homolog, und bilden diejenigen Theile, welche ihre äus- 
seren Punkte enthalten. 

B. Brennpunkte der Ellipse. 

§. 137. Die zwei Brennpunkte liegen innerhalb der Ellipse, und 

mit dieser Lage hüngen noch folgende Eigenthflmliehteiten zusammen. 

a) Die Entfernung der Brenn punkte ist kleiner als die Hauptaxe. 
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b) Die Excentricit.ät der Ellipse ist kleiner als Eins. 

c) Die Direktricen liegen au.s*cr)iall> der KIlijis«, und das con- 
Slante Verhältnis» , welches zwischen einem. Brennstrahl eines Punktes 
der Peripherie und seiner Entfernung von der zugehörigen Direktrize 
stattfindet, ist ebenfalls kleiner als Eins. 

d) Die Summe der zwei Brenn strahlen eines Punktes des Ellipsen- 
Umfanges ist der Axe gleich. 

e) Der Kreis ist eine Ellipse, deren Direktrize im nnendliehen 
Raum liegt, und deren Y.\< entiiritlii gleich Null ist. 

Es hat sich im vorangehenden Abschnitt gezeigt, dass bei 
der Collincation der Ellipse mit ihren Leitkreisen allen inne- 
ren Punkten eines Leitkreises wieder inneren Punkte der Ellipse 
entsprechen; es ist jeder Brennpunkt zugleich ein Mittelpunkt 
des Leitkreises und das Centruin der Collineation, er vereinigt 
also zwei homologe Punkte der Systeme; daraus folgt, dass 
jeder Brennpunkt, wie er im Leitkreis liegt, auch in der EI- 
lipsenllaclio liegen muss. Es ist also die Entfernung F'F" 
(Fig. 59, a) der zwei Brennpunkte kleiner, als tue Axe A3I, 
auf welcher sie liegen , und die Excentricität F'F" : A9t < 1. 

Liegen aber die Brennpunkte in der Ellipse, so liegen die 
Dii'cktri/en als die Polaren der Brennpunkte ausserhalb der- 
selben , und das constante Verhältniss der Entfernungen , in 
welchen ein Punkt des Umfanges von einem Brennpunkt und 
der zugehörigen Direktrize absteht, ist also ebenfalls kleiner 
als Eins (§. 99, a). 

Beschreibt man mit der Axe A31 aus einem Brennpunkt 
I" (Fig. 60, aj einen Kreis, so ist diess ein solcher Leitkreis 
düs Kegelschnitt^ dessen zugehöriger zweiter Leitkreis auf ei- 
nen Punkt F" reduciil ist (§. 97). Da nun aber dieser Punkt 
F" bei der Ellipse in dem Leitkreis F' liegt (g. 100), so muss 
auch jeder Kreis, welcher den Kreis F' berührt und durch 
den Punkt F" geht, in dem Leitkreis liegen, und weil der 
Mittelpunkt dieses Berührungskreises C mit dem Berührungs- 
punkt C und dem Mittelpunkt F" in einer geraden Richtung 
liegt, so folgt, dass FC + CC = FC = A3t, und weil dieser 
Berührungskreis zugleich durch den zweiten Brennpunkt F" 
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geht, so folgt, dass CC = F"C Es ist also auch F'C + 
F"C = A2£. 

Weil der Mittelpunkt C dieses Beriihrungskreiscs ein Punkt 
auf dein Umfang der Ellipse ist, so folgt, dass die Summe der 
Brennstrahlen, welche an einen Punkt des Ellipsenumfanges 
gezogen werden, der Hauptaxe gleich ist. 

Eine besondere Gestalt hat diejenige Ellipse, deren Direk- 
trize im unendlichen Baum liegt. Die Brennpunkte einer sol- 
chen Ellipse fallen mit dem Mittelpunkt zusammen (§. 107, c), 
da der Brennpunkt der Pol der zugehörigen Dircktrizc ist 
(§. 113, a). Es ist also in einer solchen Ellipse die Excentricilät 
F'F" : A31 — : A31 = 0, und das constanlc Vcrhiiltniss der 
Entfernungen, in welchen ein Punkt des Umfangs zu einem 
Brennpunkt und der zugehörigen Direktrice steht, lehrt, dass 
in einer solchen Ellipse alle Brennstrahlen einander gleich sind, 
sofern die Brennst), ihlen sich hienach verhalten müssen, wie 
die Entfernungen, in welchen ihre Endpunkte von der Dirck- 
trize stehen und welche als unendliche Grossen einander gleich 
sind. Die in Rede stehende Ellipse ist also ein Kreis. 

C. Mittelpunkt der Ellipse. 

§. 138. Der Mittelpunkt der Ellipse liegt in der Ellipse im end- 
lichen liiiiim. ) liebe l.'.w: des ZNI11 tr-lj-iiinklcd verkilif den Durchmessern 
folgende Eigenthfimliclikeit: 

Die conjugirten Durchmesser einer Ellipse bilden einen involuto- 
risclien Vielstruh! einstimmiger Aufeinanderfolge. Die Axc der Ellipse 
bilden die Normal strahlen dieses Vielsuahls ; llimpt-lridilen existiien nicht. 

Der Mittelpunkt der Ellipse ist dem Aehnlichkeitspunkt 0' 
der Leitkreise homolog, und wie dieser in der Fläche der Leit- 
kreise liegt, so liegt auch der Mittelpunkt der Ellipse inner- 
halb derselben. Mit dieser Lage des Mittelpunkts ist eine ein- 
stimmige Aufeinanderfolge der conjugirten Durehmesser ver- 
bunden (§. 111, a und §. 112, dj. 

D. Axen der Ellipse. 

§. 139. Die zweite Axe der Ellipse ist stets kleiner als die Haupt- 
axe; man beisst daher die letztere die grosse und die erstere die 
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kleine Axe. Die Axen der Ellipse zeigen noch folgende bemeiheßs- 
werthe Beziehungen Oer Grösse: 

a) Die grosse Axe, die Meine Axe, und die Entfernung der Brenn- 
punkte, haben eine solche Grösse, dass sie ein rechtwinkliges Dreieck 
mit einander hiMtn können. Die Entfernung eines Brennpunkts von 
einem Endpunkt der kleinen Axe ist also 0er halben iiross.cn Ase sleich. 

b) Die halbe kleine Axe ist das geometrische Mittel zwischen den 
zwei Abschnitten, welche ein Brennpunkt auf der grossen Axe bildet. 

c) Die halbe kleine Axe ist auch das geometrische Mittel zwischen 
den zwei Senkrechten, welche man von den liremip-inkluii auf ei no be- 
liebige Tangente der Ellipse fällt. 

d) Der Haupt parami'.tcr ist die dritte Proportionale zur grossen and 
kleinen Axe. 

e) Wenn man von eiuem Punkt des Umfanges eine Gerade so zieht, 
dass das Stück, das zwischen diesem Punkt und der Kiehtiing der gros- 
sen Axe liegt, der halben kleioen Axe gleich ist, so ist das Stück, 
welches zwischen eben jenem Punkt und der llichliing der kleinen Axe 
liegt, der grossen Axe gleich. 

f) Die Quadratsumme zweier beliebigen conjugiram Durchmesser, 
ist der Quadratsumrac der zwei Axen gleich. 

Die kleine Axe B33 lialbirt die Entfernung der Brenn- 
punkte F'F" {Fig. 78), es sind also die Brennstrahlen des 
Punktes B der kleinen Axe einander gleich, BF' = BF", da 
aber nach g. 137, d BF' + BF» = AML, so folgt, dass BF' — 
VaASl. Die halbe kleine Axe OB, die halbe Entfernung der 
Brennpunkte und die halbe grosse Axe haben also die Fällig- 
keit, ein rechtwinkliges Dreieck zu bilden, die Ganzen dieser 
Stücke werden also dieselbe Fähigkeit besitzen. 

Construirt man über der grossen Axe A2t als Durchmes- 
ser einen Kreis, zieht durch den Endpunkt B der kleinen Axe 
eine Tangente, welche jenen Kreis in dem Punkte C schneidet 
und errichtet nun in dem Punkte C wieder eine Senkrechte, 
so geht dieselbe dureh einen Brennpunkt der Ellipse (§. 131). 
Es ist aber dieser Construktion gemäss OBC'F' ein Keehleck, 
und folglieh F'C = OB. Nun weiss man aus der Kreislehre, 
dass F'C das geometrische Mittel zwischen den Abschnitten 
AF' und 5SF' ist, es muss also auch die halbe kleine Axe das 
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geometrische Mittel zwischen den Abschnitten sein, welche ein 
Brennpunkt auf der grossen Axe bildet, oderOB'^ AF'. AF". 
Wenn man aber auch (Fig. 79} eine ganz beliebige Tan- 
gente ED an die Ellipse zieht, und in ihren Schnittpunkten 
E und D mit der Kreislinie Senkrechte Ell und DG errich- 
tet, so gehen sie durch die Brennpunkte F' und F" der El- 
lipse (§.131). Auch sieht man leicht, dass in dem Rechteck 
EDGH die Gerade F'F", welche durch den Mittelpunkt des 
Rechtecks geht, gleiche Abschnitte F'G = EF" bildet, es 
ist also 

F"E . F'D = F'G . F'D — AF' . 3IF' = OB* (g. 139, b). 
Diese Formel schliesst eine Erweiterung des vorausgehen- 
den Sab-.es ein. Der über der Axe A2t construirtc Kreis hat 
für die Ellipse noch eine ganz besondere Bedeutung, insofern 
er ihr affin ist (§.134, c), und weil unter allen Kegelschnitten 
die Ellipse allein in diesem VerhUltniss zum Kreise stehen 
kann. Vermöge dieser Affinität ist in Fig. 78 

F'C : F'C = OB : OB' 
oder weil nach dem Vorausgehenden F'C = OB, und als 
Kreishalbmesser OB' = OA, so folgt F'C : OB = OB : OA. 
Diess zeigt, dass der Parameter die dritte geometrische Pro- 
portionale zur grossen und kleinen Axe ist. 

Eine andere für die Oonstructiou der Ellipse wichtige Eigen- 
schaft ergibt sich aus ihrer Affinität mit dem Kreis , wenn man 
aus einem beliebigen Punkt C (Fig. 80) des Umfanges , die halbe 
kleine Axe so aufträgt, dass der andere Endpunkt D in die Rich- 
timg der grossen Axe fällt. Die Richtung dieser Strecke CD 
schneidet die kleine Axe in einem Punkte E. Zieht man nun 
durch C eine Senkrechte C/ auf die grosse Axe, um auch in 
dem- Kreis den Punkt C zu finden, der dem Punkt C homo- 
log ist, und zieht man den Halbmesser OC des Kreises, so 
ist nach den Gesetzen der AlTim'tät 

yC : yC = OB : OB', 
oder weil CD = OB nach Construction , und OB' = OC 
als Halbmesser eines Kreises, auch 

j>C : yC = CD : CO. 
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Es ist also CD |] OC und weil auch CC II OB nach Construc- 
tion, so folgt CE = OC = OA. 

Diese Beweisführung setzt voraus, dass CD = OB auf 
der Seite des Mittelpunktes liege. Nimmt man es aber auf 
der anderen Seite, und bestimmt, dadurch diePunkte D'undE', 
so wird man leicht sehen, dass die Dreiecke DCD' und ECE' 
gleichschenklig bind, und das:- also auch hier CE'= CE = OA. 

Nimmt man also auf einer Geraden von einem Punkt C 
aus noch zwei den Halbaxen einer Ellipse gleiche Abschnitte 
CE und CD in einer Richtung und bewegt die Gerade so, dass 
die Endpunkte D und E der Differenz dieser Abschnitte stets 
mit zwei unter sich senkrechten Geraden A2t und BSB in Ver- 
bindung bleiben , so beschreibt der Punkt C eine Ellipse, de- 
ren Axen den Abschnitten CE und CD gleich kommen. Tragt 
man die Abschnitte nach entgegengesetzten Richtungen auf, so 
beschreibt der Punkt C dieselbe Ellipse, wenn die Endpunkte 
D' und E' mit den zwei Senkrechten in Verbindung bleiben. 

Endlich gibt die Affinität der Ellipse mit dem Kreis auch 
einen Aufschluss über die Grösse der eonjugiitcii Durchmesser. 
Sind nämlich C<5 und DJ) (Fig. 81) zwei conjugirte Durchmesser 
einer Ellipse, über deren Axen AU und BS als Durchmesser 
Kreise beschrieben sind, so findet man die homologen Durch- 
messer im affinen Kreis A91, wenn man durch die Endpunkte 
C undD die (.'ollmeafionsstrahlen zieht, welche auf A3! senkrecht 
stehen und den Kreis A9I in den homologen Punkten C und 
D' schneiden. Die Durchmesser Cd' und D'3)' des Kreises, 
welche den Durchmessern C(S und DSD der Ellipse homolog 
sind, sind wie jene einander conjugirt (§. 120, c), und stehen 
also senkrecht aufeinander (§. 112, c). Die Seiten der Drei- 
ecke OC'c und OD'd stehen also einzeln senkrecht aufeinan- 
der, haben somit beziehlich gleiche AVinkel und sind, weil 
OC = OD', congruent. Es ist also Oc = D'd, C'c = Od, 
Nun ist Im rechtwinkligen Dreieck OC'c nach dem pythago- 
reischen Lehrsatz Oc* -f C'c 3 == OC* 
folglich ist auch, wenn man substituirt: 
Oc* + Od* = OA* 
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Ganz auf die gleiche Weise findet man, wenn man in 
dem Kreis, clor iibor 112? beschrieben ist. die homologen Durch- 
messer construirt, und die C<illincationsstr:dilen Cc' und Dd' 
zieht, dass Oc' 2 + Od'* = OB* 

folglich wenn man diese zwei Oleiclmngen addirt. und bemerkt 
dass Oc 2 + Oc« = OC a , Od* + Od'* = OD 2 

Oc* + OD* = OA a + OB*. 

E. Oberfläche der Ellipse. 

g. 140. In Betreff der Flüchen räume ist die Ellipse durch folgende 
Merkmale ausgezeichnet. 

a) Die Oberfläche, der Ellipse verhält sich zu dem über einer Axe 
als Durchmesst corisl.ruirlen Kreis, ■wie die conjugirte Axe zu dem 
Durehmesser des Kreises. In demselben Yerhübtiisse stehen auch jeder 
Abschnitt und Ausschnitt der Ellipse zu dem Abschnitt und Ausschnitt 
im Kreis, welcher ihnen vermöge der Affluilitt der Cunen cnlspriehl. 

b) Auch wenn man «her einem beliebigen Durchmesser der Ellipse 
einen Kreis construirt, so ist (bis Verliiiilnis.s der Oberflächen dieser 
Curven, oder das Verhiiltniss homologer Siüeke derselben, dem Modio- 
lus ihrer Affinität gleich. 

c) Wenn mau die Endpunkte zweier conjugirter Durchmesser mit 
einander verbinde!, so einsieht ein l'imillülü^r.'inuvi von constanter Grösse. 
Ebenso hat auch ein Parallelogramm, das einer Ellipse um beschrieben isi, 
eine constante Grösse. 

Die Affinität der Ellipse AB9193 mit einem über einer ih- 
rer Axen als Durchmesse] 1 consfrairten Kreise AB'SISB' (Fig. 85) 
gibt auch ein Mittel für die Berechnung' ihrer Oberfläche; denn 
nach g. 52, c verhalt sich 

ABääS : AB'StS' = OB : OB' = OB : OA 
das gleiche Yerhältniss haben auch die homologen Abschnitte 
und Ausschnitte 

CA6 : C'Aß' = OB : OA 

06C : OfS'C = OB : OA. 

Den gleichen Dienst leistet auch die Affinität der lillipse 

mit einem Kreis der über einem beliebigen Durchmesser aa 

construirt ist (§. 134, b). Verbindet man hier den Endpunkt 
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b' des Kreisdurchmessers b'V (Fig. 84), welcher auf ao senkt echt 
steht, mit dem Endpunkt b des Durehmessers bli, welcher in der 
Ellipse dem Durchmesser aa eonjugirt ist, durch eine Gerade 
bV, so gibt sie die Richtung der Collineationsstrahlen , und 
wenn diese Richtung die Axe aa in einem Punkt ß schneidet, 
so ist das Verhältniss hß : b'ß der Abschnitte dem Modulus 
der Affinität gleich. Wenn also cc und c'c' homologe Seh- 
nen sind , so verhält sich , wenn bp - 1 - aa 
abatt : abcuV = cac : c'ae' = hß : h'ß = bp : ob' = bp : oa. 
Ist endlich CD(5S (Fig. 82) ein Parallelogramm, welches die 
Endpunkte zweier conjngirfer Durchmesser verbindet, so ent- 
spricht demselben im affinen Kreis ein Quadrat C'D'S'®'. Dieses 
Parallelogramm und das Quadrat iin Kreis haben daher ebenfalls 
ein eonstantes Verhältniss, welches dem Modulns der Affinität 
gleich ist. Weil nun alle in dun Kreis inbeschriebenen Qua- 
drate einander gleich sind, so müssen auch die allinen Paral- 
lelogramme, welche zu conjugirten Durehmessern gehören, 
einander gleich sein. Ebenso schliesst mau auch hinsicht- 
lich der unbeschriebenen Parallelogramme. 
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Eilftes Rucli. 

Die Hyperbel. 

A. Gestalt der Hyperbel im Allgemeinen. 

§. 141. Der Uinfting der Hyperbel ist eine Curve, »eiche aus zwei 
ausser ciiianiK-i' liegenden, beiderseits in's Uneedliebe sieh verkiui'ejKku 
Aesteu besteht. Die llyperbekurve (heilt daher die Ebene, in der sie 
liegt, in drei Felder ab: das Feld, das zwischen den zwei getrcnnlen 
Acstcn liegi, ist dus äussere Feld, die zwei anderen Felder, von wel- 
chen jedes von einem Ilyperbelast begrenzt ist, sind die inneren Felder 
der Hyperbel und maclien die eigentliche Hyperbelfläche aus. 

Demgumiiss gibt es auch zweierlei Sehnen der Hypeibel, innere 
und äussere. Eine innere Sehne verbindet zwei Punkte eines und 
desselben Hyperbelastes, eine äussere Sehne verbindet einen Funkt des 
einen Astes mit einem Punkt des andern Astes. 

Die Hyperbel gehl, aus einer solchen Collineation mit dem 
Kreis hervor, bei welcher die Gegenaxe in dem System des 
Kreises eben diesen Kreis in zwei Punkten durchschneidet. 
Sie selbst hat daher die Gestalt von zwei im endlichen Kaum 
ausser einander liegenden und einander gegenüberstehenden 
Aesten, welche nur in zwei Punkten des unendlichen Raumes 
mit einander zusammenhangen (g. 101). Ifiedurch gewinnt 
diese Curve eine so cigenthümliche Gestalt, dass es wünschens- 
werth wird, die Entwicklung der Hyperbel im Einzelnen zu 
verfolgen. Es soll daher der Collineation dieser Curve noch 
eine besondere Betrachtung gewidmet werden, wobei der ein- 
fachste Fall, die perspektivische Collineation mit ihren Leit- 
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kreisen zum Anhaltspunkt dienen kann. Die Hyperbel hat 
aber nach §. 101 solche Leitkreise, die wenigstens einen Aelm- 
lichkeitspunkt hallen, der ausserhalb der Fläche derselben liegt. 
Sind nun MA9Ä und 316 die zwei ACste einer Hyperbel, F' 
und F" die zwei Leitkreisc, aus denen sie entwickelt wird, und 
gehört sie zum äusseren Aelinlichkeitspunkt 0' derselben 
(Fig. 86), der durch die gemeinschaftlichen Tangenten P'P" und 
SJJ'Sß" bestimmt wird, so ist die Hyperbel jedem der Leitkreise 
rollineür: der Mittelpunkt dos Leitkreiscs F' ist das Centrum 
für die CoIIineation mit eben diesem Kreis, die Polare P'^' 
des Aehnlichkeitspunktes 0' ist die Gegenaxe im System des 
Kreises F' (§. 89,!); diese Gegenaxe P'Sß' liegt aber auf der 
Verlängerung der Strecke F'F" (wenn der extreme Fall gleich 
grosser Leitkreisc ausgeschlossen wird), die CoIIineatlonsaxe 
ay, welche zugleich die Potenzlinie der zwei Leitkreise ist, 
liegt zwischen den Punkten F' und F". Es folgt hieraus, dass 
die Gegenaxe P'Sß' ebenso wie ihre unendlich entfernte Gerade 
im System der Hyperbel ausserhalb des Saumes liegt, wel- 
cher sich zwischen dem Centrum F' und der Axe aä sich 
ausbreitet, und dass also die CoIIineation durch eine einstim- 
mige Aufeinanderfolge ihrer homologen Elemente ausgezeich- 
net ist (§. 47, a). 

Bei dieser einstimmigen CoIIineation müssen die Hyperbel- 
äste mit ihren homologen Kreisbögen eine gleichartige Lage 
gegen das Centrum und die Axe der CoIIineation haben. Es 
muss also der Hyperbelast MA9Ä, welcher dem Kreisbogen 
P'A'Sß' homolog ist, wie dieser zwischen dem Centrum F' und 
der Axe ad liegen, dagegen muss der andere Iiyperbclnsl 316 
welcher dem Kreisbogen P'äf'i)}' homolog ist, auf der entge- 
gengesetzten Seite der Axe ad liegen. Wie nämlich jeder 
Punkt 6' dieses Kreisbogens ausserhalb des Raumes liegt, der 
zwischen F' und ad sich ausbreitet, so muss auch der ho- 
mologe Punkt 6 im System der Hyperbel ausserhalb dieses 
Haumes liegen, und weil der Punkt 6' jenseits der Gegenaxe 
P'5ß' liegt, so muss der homologe Punkt 6 auf der entgegen- 
gesetzten Seite der Collineationsaxe liegen. Man sieht hier- 
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aus, wie die Hyperbel aus zwei Aesten besteht, die durch die 
Collineationsaxe ad getrennt sind und von denen jeder nach 
zwei Seiten hin in den unendiielien Kaum verlauft. 

In dein CoIIineationsceiitrum F' sind zwei homologe Punkte 
der Systeme vereinigt, und jeder Collmeationsstralil bezeichnet 
auf den zwei Curven auch zwei homologe Punkte 51 und M', 
C und C, und wenn der Punkt M so liegt, dass der Halb- 
messer F'M von der Gegenaxe nicht unmittelbar geschnitten 
wird, so ist er der endlichen Strecke zwischen den homologen 
Punkten F' und M im Systeme der Hyperbel homolog; daraus 
folgt, dass der Kreisabschnitt $'A'-}i' der Jlyperbelfläche ho- 
molog ist, welche von dem Ast MA3R eingeschlossen wird 
und das Centrum F' enthält. Liegt aber ein Punkt <§,' des 
Kreises auf dem äussern läogen P'3l'!ß', so wird der Ualbmes- 
ser F'ß' von der Gegenaxe dn ich schnitten, und daraus folgt, 
dass die endliche Strecke F'(5' demjenigen Stück derselben 
Richtung zwischen dm homologen Punkten F' und 6 im Sy- 
stem der Hyperbel entspricht, welches durch den unendlichen 
Raum geht. Ist nämlich g' der Punkt, in welchem der Halb- 
messer F'6' von der Gegenaxe P'3ß' geschnitten wird, so ent- 
spricht F'g' der unendlichen Verlängerung von F'@, welche 
auf der rechten Seite von der Gegenaxe liegt, und das Stück 
S'g' entspricht der unendlichen Verlängerung von F'(S, wel- 
ches links von der Gegenaxe liegt. Die zwei Hyperbel äste 
begrenzen also zwei unendliche Feitier, die keinen Punkt des 
endlichen Raumes mit einander gemein haben und von wel- 
chen der eine dem Kreisabschnitt P'A'Sß' und der andere dem 
Kreisabschnitt P'ä'Sß' entspricht. Das unendliche Feld, wel- 
ches -zwischen den zwei Hypevbelnstcn liegt, und welches die 
Gegenaxe ad cinschliesst, ist der unendlichen Fläche, homolog, 
welche den Kreis F' umgibt. Zu einem ähnlichen Resultat 
gelangt man, wenn man die CollineatJon der Hyperbel mit 
dem andern Leitkreis F" untersucht. Hier ist der Ilyporbel- 
ast 316 dem Kreisbogen P"9l"$", und der Hyperbelast MASR 
dem Kreisbogen P"A"$" homolog. 

Bei dieser Gestalt der Hyperbel müssen zweierlei Sehnen 
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unterschieden werden: innere Sehnen, welche wie M 501 
(Fig. 86) zwei Punkte eines und desselben Astes verbinden, 
und äussere Sehnen, welche wie M3Ä (Fig. 87) einen Punkt 
des einen Astes mit einem Punkte des andern Astes verbin- 
den. Jede innere Sehne M3K der Hyperbel (Fig. 86) ist einer 
Sehne M'SR' des Leitkieises homolog, welche ganz in einem 
durch die Gegenaxe gebildeten Abschnitte liegt, und alle 
Punkte dieser zwei endlichen Strecken sind einander homolog. 
Jede äussere Sehne M3Ä der Hyperbel (Fig. 87) entspricht 
einer Sehne M'3Ä' im Kreis, welche von der Gegenaxe durch- 
schnitten wird, und es sind zwei solche Strecken nicht un- 
mittelbar homolog, sondern esist vielmehr die endliche Strecke 
des einen Systems der unendlichen Verlängerung der entspre- 
chenden Strecke des anderen Systems homolog. 

II. Brennpunkte der Hyperbel. 

§. 142. Die zwei Brennpunkte liegen in der Hypcrbelflaclic , so 
dass der eine Brennpunkt von dem einen, und der andere von dein 
anderen Hypcrbelast eingeschlossen wird. Mit dieser Lage der 
Brennpunkte hängen noch folgende Eigenthüinlichkeiten der Hyperbel 
zusammen : 

a) Die Entfernung der Brennpunkte ist grösser als die reelle Axe. 

b) Die Excentricität der Hyperbel iat grüsser als Eins. 

c) Die Direktiven liegen ausserhalb der Ilyperbelfläche und das 
coiistaiitcVuriillltniss, ivoldiüs zwischen einem Brennstrahl eines Punktes 
der Peripherie und snincr Esiifcrnuiis; von der zvjguhurJKen Dircktrize 
stattfindet, ist ebenfalls grösser als Eins. 

d) Die DÜferenz der zwei Brcnnstrahlen eines Punktes der Hyper- 
bel cur vc ist der reellen Ase gleich. 

Es ist im vorausgehenden Abschnitt bei der Auseinander- 
setzung der Collineation der Hyperbel mit ihrem Leitkreis ge- 
funden worden, dass der Brennpunkt F' (Fig. 86), welcher 
zugleich das Colliiieatioiiscentrum für den Leitkreis F' ist, in 
der Fläche des Hypcrbelastes MA2Ä liege. Ebenso folgt auch 
aus der Collineation des anderen Leitkreises F" mit der Hy- 
perbel, dass der Punkt F" in der Fläche der Hyperbel liegt, 
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welche von dem andern Hyperbelast 3£ß eingeschlossen wird. 
Während also die Axe A2( ausserhalb der Hyperbel liegt, 
liegen die Brennpunkte in der Hyperbelfläche , und also auf 
der Verlängerung von A3(. Es folgt hieraus, dass die Ent- 
fernung der Brennpunkte F'F" grösser ist als die Axe A2(, 
und dass also auch die Exeentrieität der Hyperbel F'F" : A2t>l. 

Es folgt daraus , dass auch die Direktrize ay (Fig. 60, b), 
als diePolare des Brennpunktes F" ausserhalb derllyperbelfläche 
liegt Auch sehliesst man hier ähnlieh, wie diess bei Gelegen- 
heit der Ellipse geschehen ist, dass das constanteVerhältniss der 
Entfernungen, in welchen ein Punkt der Peripherie zum Brenn- 
punkt und der zugehörigen Direklme steht, grösser ist als Eins. 

Sind F' und F" (Fig. 60, b) die Brennpunkte der Hyper- 
bel und beschreibt man aus F' einen Kreis mit einem Halb- 
messer F'A' = A21, so ist diess ein solcher Leitkreis, der 
sich ergibt, wenn der andere Leitkreis auf einen Punkt F" 
reduzirt wird. Da nun aber F'F" > A9t, so ist auch F'F" 
> F'A'. Der Punkt F", welcher den zweiten Leitkreis ver- 
tritt, liegt also ausserhalb des Leitkreises F'. Für diesen Fall 
zeigt man auf ähnliche Weise, wie bei der Ellipse (§. 137, d), 
dass die Differenz der Brennstrahlcn eines Punktes der Hy- 
perbelcurve der Axe AS gleich ist, 

C. Mittelpunkt der Hyperbel. 

§. 143. Der Mittelpunkt der Hyperbel licit im-ierhalb der Hyper- 
iielllilche, und die=u l.iijris dirs Mittelpunkt» verleiht dun Dunihiiie^evit 
und Tangenten folgende Eigenthümlichkeitcn : 

a) Es gibt dreierlei Arten von Durchmessern : reelle, imaginäre und 
.is vjuplo tische. Die reellen Durchmesser verbindet swj.i endliche Punkte 
des Ilypcrbelumfanges mit einander, die imaginären") liegen ganz 
ausserhalb der Ilyperbei und haben keinen Punkt, weder des end- 
lichen noch des unendlichen ltaumes, mit der Hyperbel gemein. Jede 



*) Diese altherkömmlichen Benennungen sind hei der neueren Anschauung 
nicht mehr ganz passend. Man wurde besser thun, die Prädikate reell und ima- 
ginär mit eigentlich und uneigentlich lu vertauschen. 
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Asymptote berührt die Hyperbel in einem Punkte, der jedoch dem 
unendlichen Räume angehört. Die Hyperbel hat übrigens nur zwei 
Asymptoten . welche das Feld der reellen Durchmesser gegen das Feld 

der jiiuäjiiiiüveii abgrenzen. 

b) Die conji teilten Uurehincs-er einer Hyperbel bilden einen invo- 
lutorischen YieUlrahl einigen L^el/ier Aufeinanderfolge. Die Axen 
der Hvperbel bilden die Normalstrahlen, und die Asymptoten die 
Haupt-Halden dieses iuvolulurisclieii Viclslrahls. Es wird also jedes 
Paar conjugirter Durchmesser durch die Asymptoten harmonisch ge- 

c) Von zwei conjugirten Durchmessern ist immer der eine reell 
lind der andere imaginär. Einem reellen Durchmesser sind nur innere, 
einem imaginären nur äussere Sehnen conjugirt. 

d) Die Hauptaxe der Hyperbel ist reell, die zweite Axe ist imagi- 
när. Die Äsen halbircn die Winkel, welche die Asymptoten mitein- 
ander machen. 

e) Die Tangente, welche einen IKperbclast berührt, durchschnei- 
det die reelle Axe in einem Punkt, der zwischen dem Scheitel dieses 
Astes und dem Mittelpunkt der Hyperbel liegt. 

Der Mittelpunkt der Hyperbel ist dem Aehnlichkeits- 
punkt 0' der Leitkreise homolog {§. 89, d) , er ist also auch, 
wie dieser, ein äusserer und liegt daher zwischen den zwei 
Hyperbelästen AC und 3(6 {Fig. 88). Es ist also jeder Durch- 
messer wie CS eine äussere Sehne der Hyperbel, und ist einer 
solchen Sehne CS' des Leitkreises homolog, welche von der 
Gegcnaxe P'Sp' unmittelbar geschnitten wird, es sind also in 
Wirklichkeit die beiderseitigen unendlichen Verlängerungen des 
Durchmessers CS, welche in der Hyperbelfläche liegen, der 
entsprechenden Sehne C'@' des Leitkreises homolog.' "Wie es 
nun für einen äusseren Aehnlichkeitspunkt 0' dreierlei Aelm- 
lichkeitsstrahlen gibt, nämlich solche, welche wie O'y den 
Leitkreis in zwei reellen Punkten durchschneiden , solche wie 
0.77 und O'il', welche ihn in einem reellen Punkt berüh- 
ren, und endlich solche, wie Orf, welche gar keinen reellen 
Punkt mit dem Kreise gemein haben, so muss es auch dreier- 
lei Hypevbeldurchmesser geben, weil die Durchmesser der 
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Hyperbel diesen Aehnlichkeitsstrahlen homolog sind (§. 89, d). 
Ein Durchmesser wie CS, der die Hyperbel in zwei Punkten 
schneidet, heisst reell, ein solcher wie Od, welcher keinen 
Punkt mit der Hyperbel gemein hat. heisst imaginär,*) und 
zwei Durchmesser 022 und 022', welche den berührenden Aehn- 
liehkeitsstrahlen '22 und O'IV des Kreises homolog sind, und 
die Hyperbel in den unendlich entfernten Punkten berühren, 
die den Punkten P' und f der Gegeiuixe liornolog sind, heis- 
sen Asymptoten. Es ist jedoch bei der Anschauung, welche 
durch die Collineation geboten ist, zu bemerken, dass die 
zwei Punkte des unendlichen Raumes, nach welchen eine 
unbegrenzte Gerade verläuft, nur als ein einziger betrachtet 
werden; die zwei Ilypeibcläst.n A.C. und 2l@ verlaufen also 
so gegen den unendlichen Raum, dass der eine diesseits und 
der andere jenseits mit der unendlichen Verlängerung der 
Richtung P^J der Asymptote zu convergiren seheint. Es wird 
übrigens dieser in der unmittelbaren Anschauung doppelte 
Punkt des unendlichen Raumes nur als ein einziger Punkt be- 
trachtet, so dass, obgleich jeder Hyperbelast nach zwei Seiten 
hin in den unendlichen Raum verläuft, die Hyperbel doch 
als eine Curve betrachtet werden muss, die nur mit zwei 
Punkten im unendlichen Räume liegt. 

Die Lage des llyperbelmittulpiinklTs ausserhalb der Hy- 
perbemachc gestattet noch folgende weitere Folgeningen. Die 
paarweise conjugirten HypeL-behlurehni csser bilden einen 
involutorischen Vielslrahl entgegengesetzter Aufeinanderfolge 
{§. 107, a), welcher zwei Normalstrahlen hat, die mit den 
zwei Axen zusammen fallen, und welcher auch zwei Haupt- 
strahlen hat, die die Hyperbel berühren, und also mit den 
Asymptoten zusammen fallen. Im Uebrigen werden jede 
zwei conjugirten Durchmesser durch die zwei Asymptoten 
harmonisch getrennt {%. 72, c). 



*) Ein solcher Durchmr.sser ist reell, aber ilie Punkte, in welchen er die 
][y[ii:ri)i;l si;hriRti]f;t, simi imaginär, der Durchmesser isL also ein« iijicigciil- 
liche Sekante. 
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Hieraus folgt aber noch weiter, dass, wenn der eine Durch- 
messer im Feld POp' liegt und reell ist, der conjugirte Dureh- 
messer in dem Feld POp liegen und imaginär sein muss, und 
dass also die Asymptoten die zwei Felder der reellen und ima- 
ginären Durchmesser gegen einander abgrenzen. Diese Eigen- 
thiimlichkeit erstreckt sich auch in gewissem Sinne auf die 
Sehnen , welche den Durchmessern conjugirt sind. Weil näm- 
lich alle Sehnen, welche einem Durchmesser conjugirt sind, 
auch mit den Endtangenten desselben parallel laufen, so wird 
man schliessen, dass die Sehnen,*) welche einem reellen Durch- 
messer conjugirt sind, nur in der Hyperbelfläche liegen kön- 
nen, und also innere Sehnen sind, und dass dagegen diejeni- 
gen Sehnen, welche einem imaginären Durchmesser conju- 
girt sind, wie der conjugirte Durchmesser, dem sie parallel 
gehen, nur äussere Sehnen sein können. 

Von den zwei Axen ist die Hauptaxe A.%, welche in dem 
FeldPOp' des Asymptoten wink eis. liegt, reell ; die andere, zweite 
Axe, welche im Feld POp liegt, ist imaginär. Weil nun aber 
die zwei Axen senkrecht auf einander stehen (§.112, d), und 
zugleich als conjugirte Durchmesser durch die Asymptoten 
harmonisch getrennt werden (§. 143 , b) , so werden sie die 
Winkel PO|>' und POp , welche durch die Asymptoten gebil- 
det werden, halbiren (§. 72, d). 

Die Collineation der Hyperbel mit ihrem Leitkreis gibt 
auch einen Aufschluss über die Lage der Tangenten im Ver- 
hältniss zum Mittelpunkt der Hyperbel. Die Tangenten des 
Leitkreises berühren entweder wie @'£' den äusseren Bogen 
P'ST^V (Fig. 86) , und dann schneiden sie die Centrale in irgend 
einem Punkt X' zwischen W und 0'. Die homologen Tangen- 
ten derHyperbel, welche den entspreiliondeii Ast %ii berühren, 
müssen also die Axe A9E auch in einem Punkt X schneiden, 
der zwischen den homologen Punkten und 31 liegt. Die 



*) Unter Sehne wird die endlich« Strecke verstanden, die zwischen den 
Punkten lieg!, iu welchen eine eigentliche Sekante von ihrer ("nive g-cschttiüen 
wird. 
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Tangenten des Leitkreises, welche den Innern Bogen P'A'!|J' 
berühren, begegnen dem Durehmesser A'3l' in einem Punkte T', 
welcher auf der Verlängerung der Strecke O'A' liegt; es müs- 
sen also auch die Tangenten, welche den homologen Ast AG 
berühren, die Axe der Hyperbel in einem Punkte T schnei- 
den, der zwischen den Punkten und A liegt. Die Tan- 
gente, welche einen Hyperbelast berührt , schneidet also immer 
denjenigen Theil der Axe, welcher zwischen dem Scheitel 
dieses Astes und dem Mittelpunkt der Hyperbel liegt. 

D. Asymptoten der Hyperbel. 

§, 144. Die Lage der Asymptoten einer Hyperbel ist durch fol- 
gende Merkmale ausgezeichnet: 

a) Die zwei Asymptoten einer Hyperbel sind denjenigen Halb- 
messern eines ihrer Leitkreise parallel, welche nach den Berührungs- 
punkten ihrer genicinsdinfllielien Tangenten ge/.ogcn werden. 

b) "Wenn man Aber dem Stück der reellen Axe, welches zwischen 
dem Mittelpunkt der Hyperbel und dem Aelinliehkehspunkt des Leit-' 
kreise« liegt , als Durchmesser einen Kreis beschreibt, su gehen die 
Asymptoten durch diejenigen zwei Punkte des Umfanges dieses Krei- 
ses, welche durch die berührenden Aelmliehkeits.strahlen bezeichnet 
werden. 

c) Wenn die Collineatiensaxe zwischen den Leitkreisen und der 
Hyperbel gezeichnet ist, so bezeichnen auf ihr die gemeinschaftlichen 
Tangenten der Lcilkreise ebenfalls die Punkte, durch welche die 
Asymptoten gelten ; auch werden diese Punkte auf der Collineationsaxe 
durch den Kreis bestimmt, weichen nnoi iibei' dein .Stücke der Axe be- 
schreibt, das zwischen dem Mittelpunkt der Hyperbel und dem Achn- 
lichkeitspunkt der Leilkreise liegt. 

d) Die Asymptoten gehen durch die zwei Punkte, in welchen 
sich zwei Kreise schneiden, von welchen der eine über, der reellen 
Axe der Hyperbel und der andere über der halben Entfernung der 
Brennpunkte beschrieben wird. 

e) Die Asymptoten gehen durch die zwei Punkte der Direktrize 
einer Hyperbel , in welcher sie von einer tlber der reellen Axe als 
Durchmesser beschriebenen Kreislinie geschnitten wird. 

§. 145. Als Hauptstrahlen des involu «irischen Vielstrahls der 
conlugirfeii Durchmesser und als Tangenten, welche die Hyperbel in 
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Punkten des unendlichen Raumes berühren, kommen den Asymptoten 
folgende Eigenschaften zu : 

a) Die zwischen den Asymptoten liegende Strecke einer jeden 
Tauitente wird durch ihren lievühn'ii'igsuuiilit halbiil. 

b) Auf jeder Sekante der Hyperbel sind die zwei Abschnitte ein- 
ander gleich, weiche zwischen der Curve und ihren Asymptoten 
liegen. 

e) In jeder Hyperbel ist die Flüche des Dreiecks, welche von einer 
Tangente und den zwei Asymptoten begrenzt wird, eine constante 
Grösse, und also der Fläche desjenigen Dreiecks gleich, welches von 
den Asymptoten und der Seheiteltarigcnte gebildet wird. 

d) Alle Parallelogramme, -welche von den zwei Asymptoten ge- 
bildet werden, und deren viertes Eck auf dem Umfang der Hyperbel 
liegt, sind einander gleich, und halb so gross als das Produkt aus der 
halben reellen Axc In die halbe Scheitel tnngenfe. 

e) Die Asymptoten werden von jeden zwei Tangenten in solchen 
Punkten geschnitten, deren Verbindungslinien einander parallel sind. 

Zur Bestimmung der Lage der Asymptoten bedarf es zweier 
Punkte auf jeder derselben. Da nun die Asymptoten Dureh- 
messer sind, so ist einer dieser Punkte durch den Mittelpunkt 
O der Hyperbel gegeben, und man hat nur noch einen zwei- 
ten Punkt auf derselben aufzusuchen. Der Punkt P des un- 
endlichen Raumes, in welchem die Asymptote die Hyperbel 
berührt, ist dem Punkt P' des Leitkreises homolog (Fig. 89), 
■welcher durch den berührenden AehnlkJikcIts.drah] O'JI be- 
stimmt wird. Es liegt a!so : jener Berührungspunkt der Asym- 
ptote auf dem Collineationsstrahl F'P', und wenn man OP Jj 
F'P' zieht, so geht auch der Durchmesser OP durch jenen 
Berührungspunkt oder OP ist eine Asymptote der Hyperbel. 
Weil nun F'P' 1 O'P', so ist also auch OJI ± O'fl. Der 
Punkt fl, in welchem die Asymptote den Aehnlie.bkeitssJiabJ 
durchschneidet, wird also durch einen Kreis bestimmt, der 
über 00' als Durchmesser construirt wird. 

Es sind aber die Asymptoten 0/1 und OJT den Aehn- 
lichkeitsstrahlen O'JI und O'JI' in dem System des Leitkreises 
homolog (§. Sil. il), folglich ist die Verbindungslinie IUI' ihrer 
Schnittpunkte die Collineationsaxe dieser Curven (§. 46, d). 
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Es convergiren also die Asymptoten mit den Aehnlichkeits- 
strahlen der Leitkreise , mit der Collineationsaxe zwischen den 
Leitkrcisen und der Hyperbel, und mit dem über 00' be- 
schriebenen Kreis in einem Punkt, und jedes Paar der drei 
letzteren Stücke reicht hin, um die Punkte II und IV der 
Asymptoten zu bestimmen. Man bedarf selbst nicht einmal 
den Mittelpunkt, der Hyperbel, wenn die Aehidichkcilssl-rahleii 
der Leitkreise gegeben sind , ' denn die Collineationsaxe HIV 
ist die Potenzlinie zwischen den Leitkreisen und liegt als solche 
in der Mitte zwischen P'<P' und P"Sß", und halbirt die Strecken 
P'P" und fy'fy" (g. 81, bj. Die senkrechten Halbir un »-y I in 1 cn 
dieser Strecken fallen also mit den Asymptoten der Hyperbel 
Kusni innen und besiümnien zugleich mich den .Mittelpunkt 0. 

Alle diese Verhältnisse nehmen noch eine einfachere Ge- 
stalt an, wenn einer der Leitkreise auf einen Punkt reduzirt 
ist. In diesem Fall fällt der Aehnlk-hkeitspunkt 0' mit dem 
Brennpunkt F' zusammen (g. 78, c) , und die Collineationsaxe 
verwandelt sich in eine Direktrize (g. 97). Weil ferner OF'=OF" 
(Fig. 90), undOJZ || F"P", so ist auch OJT= Vi F"P" = Vi A2I 
= OA (§. 97). Ein zweiter über A31 als Durchmesser con- 
struirter Kreis wird also ebenfalls durch die Punkte JI und II' 
gehen, in welchen die Asymptoten mit den Aehnlichkeits- 
strahlen der Direktrize in dem über 00' construirten Kreis 
convergiren. Es wird also in diesem Fall jedes Paar der vier 
letzteren Stücke zur Bestimmung der Punkte H und JZ', und 
also auch zur Constniction der Asymptoten ausreichen, so dass 
mau auf sechs verschiedenen Wegen zu den Asymptoten ge- 
langen kann. 

Die Eigenschaft der Asymptoten, durch jedes Paar con- 
jugirter Durchmesser harmonisch getrennt zu werden (g. 143, b), 
verleiht ihnen eine besondere Eigenschaft, die sie in ihrem 
Verhältniss zu den Sekanten und Tangenten zeigen. Zieht 
man nämlich durch den Scheitel C eines reellen Durchmessers 
(Fig. ',)■!) eine Tangente , so ist sie ihrem Durchmesser CS eon- 
jugirt und dem conjugirten Durchmesser D£> parallel. Weil 
sie aber durch den harmonischen Vierstrahl, der durch die 
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zwei conjugirten Durchmesser und die Asymptoten gebildet 
wird, harmonisch getheilt wird, so folgt, dass das Stück 
R9t einer solchen Tangente in ihrem Berührungspunkt C hal- 
birt werden muss (§. 31). Derselbe Schluss ist aber auch auf 
jede Sekante N9t anwendbar, welche einem dieser Durchmes- 
ser zugeordnet ist, sie wird von dem conjugirten Durchmesser 
in E halbirt, so dass EN = E3t. Es wird aber auch die 
Sehne Mätf, welche die Sekante in der Hyperbel bildet, von 
eben diesem Durchmesser halbirt, so dass auch EM = E9K 
(§.112,a). Mithin ist auch EN — EM = E91 — E3K, d. i. 
MN = US 91. Dasselbe gilt auch von einer Sekante mm, 
welche einem imaginäre» Durchmesser conjugirt ist; auch hier 
wird man finden , dass mit = mit. 

Nicht weniger bedeutend sind die Eigenschaften, welche 
den Asymptoten insofern zukommen, als sie Tangenten sind, 
deren Berührungspunkte im unendlichen Raum liegen. Als 
Tangenten der Hyperbel werden sie von allen übrigen Tan- 
genten der Hyperbel in conformen Punktreihen getheilt, und 
zwar sind die Berührungspunkte der Asymptoten mit ihrem 
Convergenzpunkt homolog (§. 103, c). Weil aber ihre Berüh- 
rungspunkte im unendlichen Raum sind, so ist ihr Conver- 
genzpunkt der Gegenpunkt der conformen Punktreihen (§. 19). 
Daraus folgt aber , dass das Produkt , welches zwischen dem 
Convergenzpunkt und den Schnittpunkten einer Tangente 
liegt, eine constante Grosso hat (§. 10). Sind also R9I, T£ 
(Fig. 93) zwei Tangenten /wischen den Asymptoten, so ist 
OR . 03J = OT . OX. Die Dreiecke OR3I und OT£, wel- 
che hiernach einen Winkel gemeinschaftlich haben, und in 
welchen die Produkte der diesen Winkel einschh'essenden Sei- 
ten einander gleich sind , haben also auch gleiche Oberflächen. 
Zieht man von dem Berührungspunkt t einer Tangente die 
Geraden tQ || 091, tO II OR, so entsteht ein Parallelogramm 
OQt£l, welches mit dem Eck t in der Mitte von T£ liegt 
und halb so gross ist als das Dreieck OT£. Es werden also 
auch die auf diese Weise construirten Parallelogramme wie die 
Dreiecke, deren Hälfte sie sind, eine constante Grosse haben. Das 
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Dreieck, welches die Scheiteltangente bl> {Fig. 98) bildet, hat 
den Flächeninhalt OA . Ali , das Parallelogramm OBA33, wel- 
ches zum Scheitelpunkt A gehört , ist also = ■/* OA . Ali. 
Diese Grössen sind am geeignetsten zum Anhaltspunkt für die 
Grösse obiger Dreiecke und Parallelogramme. 

Aus der Gleichung Oll . Oft = OT . OSE, folgt auch die 
Proportion OR : OT = OZ : 09t , und diese Proportion zeigt 
ihrerseits, dass die Verbindungslinie UX \\ 91T (§. 26). 

E. Substitute der Hyperbel. 

§. 146. Das Stück der Sclicilelratigcni.e, welches zwischen den 
Asymptoten liegt, heisst Substitute, weil es hinsichtlich seiner Grösse 
eine ähnliche Bedeutung für die Hyperbel hat, wie die kleine Axe für 
die Ellipse, wie rlicss ans folgenden Sülzen erhellt. 

a) Die reelle Axe der Hyperbel, die tntlei-imns; ihier Drennjniukte 
und die Substitute haben die Eigenschaft, die Seiten eines rechtwink- 
ligen Dreiecks bilden zu können. 

h) Die Substitute ist das geometrische Mittel /.wischen den zwei 
Abschnitten, welche ein Brennpunkt auf der reellen Axe bildet. 

c) Die Substitute ist das geomeirw-he lliitel zwischen den zwei 
Senkrechten, die "von den Brennpunkten aus auf irgend eine Tangente 
der Hyperbel gezogen werden. 

(Das Verhältniss dev Substitute zum Hauptparametcr ist im folgen- 
den Abschnitt angegeben.) 

Die Tangente bS (Fig. 90) , welche man durch den Schei- 
tel A der reellen Axe zieht, vertritt hinsichtlich ihrer (Jriisse- 
veiliälttiisse die Stelle einer zweiten Axe, von deren Grösse, 
weil sie imaginär ist, nicht die llede sein kann. Nach g. 144, d 
geht die Asymptote OP durch den Punkt J7, in welchem sich 
die zwei Halbkreise schneiden, von denen der eine über der 
reellen Axe A?l und der andere über der Entfernung OF' be- 
schrieben wird. Zieht man also die Geraden OJI und O'JT, 
so bilden sie ein bei JI rechtwinkliges Dreieck 0J70', in wel- 
chem die Seite 0J7 die Richtung der Asymptote angibt. Die 
Scheiteltangente bb ist aber auf der Axe A31 senkrecht (§. 112 
a und d), und bildet das rechtwinklige Dreieck OAfe. Diese 
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zwei rechtwinkligen Dreiecke 0110' und OAb haben den 
spitzen Winkel bei gemeinschaftlich, es ist als Halbmesser 
eines Kreises die Seite OA = Oll , folglich sind sie congruent. 
und es ist auch Ob = 00'. Die Seiten des rechtwinkligen Drei- 
ecks OAJI sind also beziehungsweise der halben reellen Axe 
(OA), der halben Substitute (Ab) und der halben Entfernung 
der Brennpunkte (Ob = OF') gleich, es wird also auch das- 
jenige Dreieck rechtwinklig sein, welches aus der ganzen 
Axc, der ganzen Substitute und der ganzen Entfernung der 
Brennpunkte construirt wird. 

Weil der Winkel OJIF' als Winkel im Halbkreis ein rech- 
ter ist, so berührt die Gerade F'JI den Kreis über ASl, und 
ist daher eine Tangente desselben; daraus folgt, dass F'II 
und folglich auch die gleichgrossc halbe Substitute Ab das 
geometrische Mittel ist zwischen den Abschnitten F'Aund F'St. 

Aber auch wenn man in einem beliebigen Punkt C eine 
Tangente an die Hyperbel zieht (Fig. 91), welche den über 
der reellen Axe construirten Kreis A% in zwei Punkten D 
und E durchschneidet, so weiss man, dass die in D und E 
auf der Tangente errichteten Senkrechten durch die Brenn- 
punkte F' und F" gehen (§. 131). Man sieht leicht, dass 
F"E = F'G, also auch F"E . F'D = F'G . F'D =, F'JI*. 
Da nun F'/I nach dem Vorausgehenden der Substitute gleich 
ist , so sieht man , dass sie überhaupt das geometrische Mittel 
ist zwischen den zwei Senkrechten, welche man von den 
Brennpunkten aus auf eine beliebige Tangente fällt. 

F. Hyperbel arten. 

g. 147. Hyperbeln sind ähnlich, wenn ihre Asymptoten gleiche 
"Winkel mit einander machen. Ihre Gestalt kann daher nach diesen 
Winkeln beurlheilt werden, wobei immer diejenigen Winkel verstan- 
den sind, deren l'eld die reellen Durchmesser ei uschliesst. 

a) Ist der Asymptütünwiuke! zweien Rechten gleich, so hat man 
den extremen Fall, in welchem die Hyperbel in zwei Gerade übergeht, 
welche auf der Axe senkrecht slehen. 

b) Ist der Asymptoteuwinkel einem Rechten gleich, so wird auch 
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die Substitute der reellen Axe gleich, und die Hyperbel iieisst gleich- 
seitig. Es haben also andererseits auch alle gleichseitigen Hyperbeln 
einen rechten Asymptütenwinkel nud sind ähnliche Curven. 

c) Ist der Asymptolcnwinkel gleich >iull , so gehl die Hyperbel in 
eine gerade Kiclilung über, welche mit der reellen Axe zusammen füllt. 

d) Zwischen diesen Grenzen litten die "übrigen llyperbelgestalten, 
welche ungleichseitig genannt werden, und entweder einen stumpfen 
oder spitzen Asymptoienwinkel haben. 

e) Aehnlichc Hyperbeln, d. li. Hyperbeln, deren Asyrnptoten- 
winkel gleich .sind , uuirrschciden sieh mir durch die Grösse ihrer Axe. 
Die Asymptoten selbst 'bilden die Grcjizgestalt i'fir solche ähnliche Hy- 
perbeln, indem sie die extreme Gestalt derselben darstellen, welche 
sich für den Fall ergibt, wo die Axe den Werth erreicht hat, 
Jedes Paar im endlichen Raum convergirender Geraden stellt daher 
diesen extremen Fall der Hyperhidgesiidt dar. 

§. 148. Die gleichseitige Hyperbel i.-i binsichtlicb ihres Durchmes- 
sers noch durch folgende Winkelverhältnisse ausgezeichnet: 

a) Die "Winkel zweier conjugirter Durchmesser werden durch die 
Asymptoten halbirt, 

l>) Die Winkel, welche zwei beliebige Durcluiie-ser mit einander 
machen , sind denjenigen Winkeln gleich, welche ihre conjngirlcn 
Durchmesset mit einander machen. 

c) Wenn man durch die Endpunkte eines Durchmessers Tangen- 
ten und ausserdem noch die zwei Sehnen nach einem beliebigen Punkt 
des Hyperbelumfanges zieht, so ist der Winkel, welchen an dem einen 
Endpunkt die innere Sehne mit der Tangente macht, so gross als der 
Winkel, welchen am andern Kiiilpwikt die äussere Sehne mit dem Durch- 

d) Wenn man über einem beliebigen Durchmesser ein Dreieck be- 
schreibt, dessen Spitze irgendwo auf der Hyperbelcurve liegt, so isl 
die Differenz der Winkel an der Grundlinie dieses Dreiecks eine «in- 
stante Grösse, welche immer dem Winkel gleich kommt, unter welchem 
dem Durchmesser seine Sehnen conjugirt sind. 

e) Ueberhaupt ist die gleichseitige Hyperbel diejenige Cum, 
■welche aus zwei gleichen, aber entgegengesetzt liegenden Vielstrah- 
len durch die Oonvergcnzpunkte der homologen Strahlen erzeugt wird, 
und zwar figuriit die Scheitellini« als Durchmesset und die Strahlen 
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welche der Scheltellinie homolog sind, als Endtangenten dieses Durch- 
messers. 

g. 149. In Betreff der der Axe der Hyperbel conjugirten Sehnen 

a) In der gleichseitigen Hyperbel ist diu hiilhe Sehne, welche der 
Axe eonjugirt ist, das geometrische Mittel zwischen den Abhd mitten 
der Axe, welche sie bildet. 

b) Der Parameter der gleichseitige« Hyperbel ist der Substitute gleich. 

c) Der Parameter der uiigleieh.Heii'i.iie:! Hyperbel ist die dritte Pro- 
portionale zur reellen Axe und Substitute. 

Weil die reelle Axe (a), die Substitute (b) und die Ent- 
fernung der Brennpunkte (f) ein rechtwinkliges Dreieck zusam- 
mensetzen, und weil in einem solchen Dreieck die Winkel 
durch das Verhältniss zweier Seiten bestimmt sind, so werden 
auch durch die Excentricität f : a die Winkel dieses Drei- 
ecks, und folglich auch der Asymptotenwinkel , welcher dem 
doppelten spitzen Winkel zwischen f und a gleich ist, bestimmt. 
Man schliefst hieraus, dass ähnliche Hyperbeln, d. h. Hyper- 
beln mit gleicher Kxfentndüit, auch gleiche Asymptotenwinkel 
haben, und umgekehrt; dass Hyperbeln mit gleichen Asympto- 
tenwinkeln einander ähnlich sind (§. 135). Ist der Asyniptoten- 
winkel ein rechter, so ist der Winkel zwischen a und b ein 
halber rechter, und das Dreieck OAb ist rechtwinklig gleich- 
schenkelig (Fig. 95), folglich OA = Ab, also auch a = b. 
Eine solche Hyperbel heisst gleichseitig und nimmt unter den 
Hyperbeln eine ganz ähnliche Stellung ein, wie der Kreis 
unter den Ellipsen. Diess zeigt sich namentlich, wenn man 
die Winkelvcrhältnisse der gleichseitigen Hyperbel näher un- 
tersucht. 

Die allgemeine Eigenschaft, dass jedes Paar conjugirter 
Durchmesser CS und D£ (Fig. di) von den Asymptoten PSß und 
pp harmonisch getrennt werden, nimmt bei der gleichseitigen 
Hyperbel, in welcher die Asymptoten senkrecht auf einander 
stehen, die besondere Form an, dass die Winkel, welche die 
conjugirten Durchmesser mit einander machen, durch die 
Asymptoten halbirt werden (§. 72, d). Demnach ist <POC = 
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<CPOD. Ebenso wenn auch MSK und N9t zwei conjugirte 
Durehmesser sind, so ist auch <C POM = <C POSIt. Sub- 
trahirt mah diese zwei Gleichungen von einander, so findet 
man < COM = < D091, d. h. der Winkel, den zwei Durch- 
messer mit einander machen, ist dem Winkel ihrer conjugir- 
ten Durchmesser gleich. Zieht man durch M zwei Linien, 
von welchen die eine MT dem Durchmesser Bläß und die an- 
dere MS dem Durchmesser CS eonjugirt ist, so wird die er- 
stere, MT, die Hyperbel berühren, und mit dem Durchmesser 
NSß parallel sein; die andere MS wird in dem Punkt K von 
dem Durchmesser C(5 halbirt werden und dem Durchmesser 
DS parallel sein (§. 112, a). Daraus folgt, dass auch -< TMS 
= < D09? = < MOC. Zieht man nun noch SWS , so ist 
SWS || OK, weil der Punkt K die Sehne MS und den Durch- 
messer MS9E halltet. Es ist also auch < MSttS = < MOC. 
Aus diesen Winkelgleic Innigen folgt, dass auch <; TMS = 
< MSOiS. Wenn man also von den Endpunkten M und SSfl 
eines Durchmessers nach einem beliebigen Punkt S des Hy- 
perbelumfatiges zwei Seimen, und ausserdem in M noch eine 
Tangente zieht, so ist der Winkel, den die Tangente MT 
und die innere Sehne MS mit einander machen, dem Winkel 
gleich, welchen die andere äussere Sehne SWS mit dem Durch- 
messer M9ft bildet. Diese Eigenschaft kann noch auf eine 
andere Form gebracht werden, wenn man die Winkel bei M 
und 2tf von einander subtrahirt, denn man erhält <SM'^ — 
S2KM = < SMSBl - SMT = TMS», d. h. wemi man über 
einem Durchmesser MSSÄ als Grundlinie ein Dreieck beschreibt, 
dessen Spitze S auf dem Hyperbelumfang liegt, so ist die 
Differenz der Winkel an der Grundlinie eine Konstante Grösse. 
Diese eonstaiite Grösse ist nämlich der Winkel TMS0E, unter 
welchem dem Durchmesser MISS alle seine Linien eonjugirt 
sind. Hätte man den Punkt S auf der andern Seite des Durch- 
messers genommen, so hatte sich nichts geändert, und die 
Differenz der Winkel hätte zum Nebenwinkel des Winkels 
TM3R geführt. 

Diese Eigenschaft der gleichseitigen Hyperbel kann noch 
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auf eine dritte interessante Form gebracht werden : denn zieht 
man noch nach anderen Punkten des Hyperbelumfanges , z.B. 
nach dem Punkt E solche Sehnen, so entsteht am Punkt M ein 
Viclstrald M, TSE, welcher dem entsprechenden Vielstrahl 
ÜR, MSR gleich ist, und gegen ihn in entgegengesetzter Auf- 
einanderfolge der homologen Strahlen projektiviseh liegt. Die 
gleichseitige Hyperbelcurve wird also durch die Convergenz- 
punkte der homologen Strahlen zweier solchen Vielstrahlen 
erzeugt. Darin stimmt sie ganz mit dein Kreis überein (g.GG) 
und unterscheidet sich von demselben nur dadurch , dass die 
gleichen prqjektivisclien Vielstrahlen eine entgegengesetzte 
Lage haben, während dieselben im Kreise sich in einstimmi- 
ger Lage beiluden. 

Kür die Endpunkte A und St (Fig. 05) der reellen Axe ist die 
ScheitcIIinie A2[ der gleichen Vielstrahl cn mit. dem homologen 
Strahl Ab, welcher die Hyperbel im Scheitel berührt, senk- 
recht. Zieht man daher naeh einem beliebigen Punkt M die 
homologen Strahlen AM und 21M, und von M aus die Sehne 
MN senkrecht zur Axe, so dass sie in P von der Axe halbirt 
wird, so ist < M5(A = < MAb , 

und weil MN und Ab, als zur Axe senkrecht, einander paral- 
lel sind < MAb = < AMP, 
folglich auch < MStA = <C AMP. Es sind also die ohne- 
hin rechtwinkligen Dreiecke 21PM und APM ähnlich, folglich 
31P : MP = MP : AP. 

Es ist also auch in der gleichseitigen Hyperbel, wie im 
Kreise die halbe Sehne, welche der Axe zugeordnet ist, das 
geometrische Mittel zwischen den Abschnitten der Axe. Geht 
diese Sehne durch den Brennpunkt der gleichseitigen Hyper- 
bel, so ist sie der Hauptparameter. Und weil auch der Brenn- 
punkt solche Abschnitte auf der Axe bildet, zu welcher die 
Substitute das geometrische Mittel ist, so folgt, dass der Pa- 
rameter der gleichseitigen Hyperbel der Substitute gleich ist. 

Auch in der ungleichseitigen Hyperbel existirt für den Pa- 
rameter ein sehr einfacher Ausdruck. Cm denselben aufzufinden, 
beschreibe man über der reellen Axe A2t (Fig. %) der ungleich- 
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seitigcnl-Ivjii'Hx'lHi.V.)}; nudi eine ^leie[iM.Hiige. Hyperbel M'ASSR'. 
so sind die zwei Hyperbeln affin fg. 134, c), und die Asympto- 
ten Ob und Ob' sind homologe Linien dieser affinen Systeme. 
Comh'iiirt man also die gemeinschaftliche Schciteltaiigente. 
welche die ungleichseitige Hyperbel in dem Punkte b und die 
gleichseitige in dem Punkte b' schneidet, und errichtet im 
ISrcimpirnkt 1'' der ungleichseitigen Hyperbel eine Senkrechte, 
welche die ungleichseitige Hyperbel in dem Punkte N und 
die gleichseitige in dem Punkte N' schneidet, so folgt aus 
den Gesetzen der Affinität (§. 134, c), dass 

F'N : F'N' = Ab : Ab' (1). 
Weil aber F' der Brennpunkt der ungleichseitigen Hyper- 
bel ist, so folgt aus (§. 146,b), dass 

Ab* = F'A . F'3f (2), 
und weil F'N' die der Axe conjugirte halbe Sehne der gleich- 
seitigen Hyperbel ist , so folgt aus §. 149, a 

F'N' 1 = F'A . F'ä (3), 
aus den Gleichungen 2 und 3 folgt, dass Ab = F'N', und 
aus g. 140, b, dass Ab' — CA, und wenn man diese Wcrthe in 
(1) substituirt . so erhält man 

F'N : Ab = Ab : AO. 
Es ist also der halbe Parameter der ungleichseitigen Hy- 
perbel die dritte geometrische Proportionale zur halben reellen 
Axe und zur halben Substitute. 
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Zwölftes Uucli. 

Die Parabel. 

A. Gestalt der Parabel im Allgemeinen. 

g. 150. Die Parabel ist eine Curvc, welche im endlichen Raum 
als nicht -(csc-lilosHen erscheint, sondern nach zwei Scheu hin in den 
unendlichen Raum verlauf!. Sie (heilt die Ebene, in der sie liegt, in 
zwei Felder üb, von welchen dasjenige , welches eine eunvese Ge- 
stalt hat, die eigentliche Oherfläelie der i'iiiahcl ist. 

Alle Sehnen liegen in der ParabellUieho. 

Die Parabel geht aus einer solchen Collineation mit dem 
Kreise hervor, bei welcher die Gegenaxe in dem System dieses 
Kreises eben diesen Kreis in einem Punkte berührt. Sie hat daher 
die Gestalt einer nicht geschlossenen Curve, welche nach zwei 
Seiten hin in dem unendlichen Räume verläuft (g. 102). Ihre 
Gestalt kann namentlich aus der perspektivischen Collineation. 
in welcher sie zu ihrem Leitkreise steht, deutlich erkannt wer- 
den. Die Parabel entwickelt sich übrigens aus zwei Leitkrei- 
sen, von welchen einer unendlich gross ist, und im endlichen 
Raum in Form einer Geraden A"C" erscheint (§. 102). Diese 
Collineation ist für den äusseren Achnlichkeitspunkt von cin- 
stiniiuiger Aufeinanderfolge der homologen Elemente, und zu- 
dem noch durch folgende Merkmale ausgezeichnet: 

a) Der Aehnlichkeitspunkt 0' (Fig. 59 , c) liegt auf der 
Peripherie des endlichen Leitkrciscs in demjenigen Punkt, wel- 
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eher durch den Durchmesser bestimmt wird , der zur Geraden 
A"C" senkrecht steht, die den andern Leitkreis ersetzt. 

b) Die Polare 0' c' dieses Punktes O', welche den end- 
lichen Leitkreis in 0' berührt, ist die Gegenaxe im System 
dieses Kreises und entspricht derjenigen Tangente der Para- 
bel, welche sie in einem Punkt des unendlichen Baumes berührt. 

c) Die Collincationsaxe , welche mit der Potenzlinie der 
zwei Leitkreisc zusammen fallt, fällt zugleich auch mit der 
Geraden A"C", welche den unendlich grossen Leitkreis er- 
setzt, zusammen (§.83,d). 

"Weil der Mittelpunkt F' des endlichen Leitkreises zugleich 
das Centrum der Collineation ist, so bestimmt jede Richtung 
eines Halbmessers dieses Kreises zwei homologe Punkte C und 
C der zwei Curven, und weil die Gegenaxe keinen der Halb- 
messer des endlichen Leitkreises schneidet, so entsprechen sich 
die endlichen Strecken F'C und F'C unmittelbar. Und wie 
jede Sehne C'ß' (Fig. 61, c) des Leitkreises, welche nicht durch 
0' geht, die Gegenaxe erst bei ihrer Verlängerung in einem 
Punkte e' trifft, so entspricht ihr auch in der Parabel nur 
wieder eine endliche Sehne C6, welche in der Parabelfläche 
liegt. Wenn man also zwei Punkte des Parabelumfanges ver- 
bindet, so fällt die endliche Verbindungslinie derselben ganz 
in die Parabelfläche , und ist eine innere Sehne. Daraus folgt 
aber, dass die ParabeJiiUche derjenige Theil der Ebene ist, 
welcher eine convexe Gestalt hat und den Mittelpunkt F' des 
Leitkreises , d. i. den Brennpunkt , einsehliesst. 

IS. Brennpunkt der Parabel- 

§. 151. Nur ein Brennpunkt der Parabel liegt im. unendlichen 
Raum in der Fläche der Parabel, die Entfernung der zwei Brennpunkte 
und die Axe der Parabtd sind unendlich gross. Hiermit hängen noch 
folgende Jvh;i.'!illiii!i:lichk( L iten der Parabel zusammen: 

a) Die Excenlrkität der Parabel ist gleich Eins. Alle Parabeln 
sind also ähnliche Curven. 

bj Die Direktrice liegt ausserhalb der Parabel, und jeder Punkt 
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auf dem Umfang der letztem steht ebenso weit vom Brennpunkt als 
von der Direktrize ab. 

e) Die Endtangenten jedes Parameters stehen senkrecht aufeinan- 
der und convcr;<iren in einem Punkte der Direktrize. und zwar in dem- 
jenigen, der senkrecht über dem Brennpunkte des Parameters liegt. 

Umgekehrt: wenn die Schenke! eines rechten Winkels eine Para- 
bel berühren, so liegt dessen Scheitel auf der Direktrize und dessen 
Beröhrungs sehne geht durch den Brennpunkt. 

Im vorigen Abschnitt hat sich gezeigt, dass der Mittel- 
punkt des endlichen Leitkreises , oder ein Brennpunkt der Pa- 
rabel im endlichen Gaurn der Parabelfläche liegt. Der andere 
Brennpunkt F", der durch den Mittelpunkt des unendlich gros- 
sen Leitkreises bestimmt wird , liegt im unendlichen Raum. 
Ebenso liegt aber auch derjenige Scheitel der Parabel, welcher 
dem Endpunkt 31' (Fig. 59, c) des Durchmessers des Leitkreises 
entspricht, der mit dem Aehnlichkeitspunkt 0' zusammenfällt, in 
dem unendlichen Kaum, es ist also die Entfernung der Brenn- 
punkte sowie die Axe der Parabel unendlich gross. Die Excen- 
tricität der Parabel ist also gleich Eins, und alle Parabeln sind 
als Curven mit gleicher Exceiiti'icitiit einander ähnlich fg. 1115). 

Die Direktrize C'ß' der Parabel (Fig. 60, c) liegt als die 
Polare des Brennpunkts äussern;] lb der Parabel; und wenn CC' 
den Abstand eines Punktes des Umlandes vorstellt, so folgt 
aus dem Vorausgehenden , dass CF' : CC = 1 , oder CF' = 
CC. Ist CS irgend ein Parameter der Parabel, so convergi- 
ren die zwei Endtaiigcuten dieser Sehne in einem Punkt y 
der Direktrize CS' {§. 113, b) und bilden mit der Geraden ■/¥'. 
welche nach dem zugehörigen Brennpunkt gezogen wird, und 
mit der Direktrize C'(5/ selbst einen harmonischen Vierstrahl y 
{§. 113, c). Weil nun aber die Direktrize C'<5' zugleich mit 
der Kreislinie des unendlich grossen l.eitkreises zusammen fällt 
und die Tangente des Punktes y in diesem Fall ebenfalls dic.^e 
Richtung hat, so istF'j-C'C einDalloid, und Cy halbirt den 
"Winkel F'yC desselben, und ebenso halbirt y6 den Winkel 
F'yS' (§■ 89, a). Es folgt hieraus, dass die Strahlen Cy und 
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ßj< des harmonischen Vierstrahls y senkrecht auf einander ste- 
hen (g. 72, d). 

C. Mittelpunkt der Parabel. 

g. 152. Der Mittelpunkt der Parabel liegt im unendlichen Raum. 
Diese Eigenschaft verleiht der Parabel noch folgende Eigen thumlich- 

a) Alle Durchmesser der Parabel sind einander parallel und ste- 
hen auf der Direktrize senkrecht. 

b) Keinem Durchmesser der Parabel ist ein Durchmesser des end- 
lichen Baumes angeordnet. 

c) Dasjenige Stuck eines Parabelduralmiessers , welches von einer 
crii[jii;(irtL';i öt-linc und ihrem Pol begrenzt ist, wird durch die Parabel- 
curve halbirt. 

(I) Der einem Durchmesser conjujrirte Parameter ist viermal so 
gross als der Abschnitt des Durchmessers, den er begrenzt. 

Der Achnlichkeitspunkt 0' (Fig. 59. c) tlcs Leitkreises und 
der Geraden A"C", welche den zweiten unendlich grossen Leit- 
kreis ersetzt, liegt auf der Gcgenaxe OV ; der Mittelpunkt der 
Parabel , welcher diesem Punkte 0' homolog ist (§. 89, d), 
liegt also im unendlichen Kaum. Es folgt daraus, dass in der 
Parabel alle Durchmesser des endlichen Raumes mit einander 
parallel laufen. In der That, wie jeder Aehnlichkeitsstrahl O'C' 
nur der Tangente Ü'c', d. i. der Gegenaxc conjugirt ist, so 
erscheint nur der Durchmesser CG", welcher mit O'C homo- 
log ist, im unendlichen Kaum , dagegen* entspricht dem Aehn- 
lichkeitsstrahl OV ein Durehmesser des unendliches Raumes, 
der dem Durchmesser CS" conjugirt ist. 

Die unendliche Länge der Parabeldurchmesser verleiht den 
conjugirtcH Sehnen eine beme-rkeiissvcrthe Eigenschaft. Ist näm- 
lich T der Pol einer Sehne (Fig. 100), und PT die Richtung 
des der Sehne conjugirten Durchmessers, so werden die Punkte 
P und T dieses Durchmessers durch den Endpunkt C dessel- 
ben im endliehen Raum und den andern Endpunkt (5 im un- 
endlichen Raum harmonisch getheilt (g. 106), es liegt also der 
Punkt C in der Mitte zwischen P und T (§. 7). 
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Geht nun eine Sehne C<5 durch den Brennpunkt F der 
Parabel (Fig. 102), so liegt der Pol y derselben auf der Direk- 
tive (§. 151, c) und es ist Cj 1 © ein rechtwinkliges Dreieck , ein 
über CS beschriebener Kreis geht also auch durcli den Punkt 
y, der Mittelpunkt!] ■ dieses Kreises bezeichnet die Spur des der 
Sehne zugeordneten Durchmessers der Parabel, es ist also C<5 
i= 2E/, auch wird diese Strecke Ey durch die Parabel in 
D halbirt (§. 152, c), also ist Ej- = 2 ED und folglich C<& — 
4 ED. 

D. Axe der Parabel. 

§. 153. Mit dem Parallelismus, welcher zwischen der Axe und 
den anderen Durchmessern der Parallel stattfindet, Illingen folgende Ei- 
gen thüislichkeitcn der Parabel zusammen: 

a) Die Parabel hat nur eine Axe im endlichen Kaum: die zweite 
Axe liegt im unendlichen Raum. 

b) Der Scheitel der Parabel liegt in der Mitte zwischen dem Brenn- 
punkt und der Direktrice. 

c) "Wenn man zu einem Punkt des Parabelumfanges den Brennstrahl 
die Tangente und Normale zieht, so sind die zwei Abschnitte der Axe, 
■welche zwischen diesen Linien liegen, unter sich und dem Brennslrahl 
gleich. 

d) Die Sulmormale eines Punktes des Parabel um langes ist eine 
constante Grösse und dem halben Parameter gleich. 

e) Jede der Axe eerijugirte Sehne ist das geometrische Mittel zwi- 
schen dein Parameter und dem Abschnitt, den sie auf der Axe begrenzt. 

Man wird bemerken, dass die Satze a und b besondere 
Falle von §. 152, b und §. 151, b sind. 

Ist CF (Fig. 99) der ßrennstrabl, CT die Tangente, CN 
die Normale eines Punktes C der Parabelcurve, und zieht man 
CC" senkrecht auf die Direktrize A"C", so ist die Gerade CC" 
auch die Richtung eines Durchmessers und die eines Brenn- 
strahls des unendlich entfernten Brennpunktes. Die Tangente 
CT halbirt also den Winkel FCC'' der zwei Brcnnstrahlen 
(§. 89, b) folglich, < TCC" = < TCF 

wegen des Parallelismus der Durchmesser ist aber auch 
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<TCC"= : <CTF, 
folglich auch < TCF = < CTF und FG = FT. 

Ein aus F mit FC beschriebener Kreis geht also durch T und 
bestimmt auch den Punkt N der Äxe, durch welchen die Nor- 
male CN geht, daher ist auch FN = FC. Zieht man nun auch 
noch die der Axe conjugirte Sehne C6 (Fig. 103) und bestimmt 
dadurch die Subnormale PN, so sieht man, dass PA" — CC", 
und weil CC" = FC = FN; so ist also PA" = FN und also 
auch FA" = PN. Es ist aber FA" = 2 FA, also halb so gross 
als der Parameter; diese Grösse kommt also auch (§. 152, d) der 
Subnormale zu. Weil nun A NCT bei C rechtwinklig ist und CP 
auf NT senkrecht steht, so ist nach einem bekannten Satze der 
Elementargeometrie PC* = PT . PN. Nun ist aber PT = 2 PA 
(§. 152,c), PN='/2-P, wenn p den Parameter bezeichnet, folg- 
lich auch PC = PA . p , oder die halbe der Axe zugeordnete 
Sehne ist das geometrische Mittel zwischen dem Parameter und 
dem Stüek, das sie auf der Axe begrenzt. 

E. Tangenten der Parabel. 

g. 154. Die Parabel hat keine parallelen Tangenten im endlichen 
Eaum, auch keine Asymptoten, die Tangente, welche sie in dem Punkt 
des unendlichen Raumes berührt, Hegt selbst ihrer ganzen Aasdehnung 
nach im unendlichen Raum. Diese Eigenschaft verleiht auch den Tan- 
üt'istcn (Im endlichen Raumes noch folgende Eigentümlichkeiten : 

a) Jede zwei Tangenten der Parabel werden durch alle übrigen 
Tangenten proportional gelbeilt, und zwar verhalten sich zwei beliebige 
homologe Abschnitte derselben wie die Stücke der zwei ge^cleucn 
Tangenten, welche zwischen dem Convergenzpunkt und den Berührungs- 
punkten liegen. 

b) Zwei Tangenten, welche in einem Punkte der Axe convergi- 
ren, werden durch die übrigen Tangenten uniform getheilt. Zwei homo- 
loge Abschnitte derselben sind gleich. 

c) Wenn zwei Parabeltangenten in einem Punkt der Axe conver- 
giren, so schneidet jede dritte Tangente, welche zwischen dem Con- 
vergenzpunkt der ersteren und der Parabel liegt, zwei Stücke ab, derew 
Summe constant ist, und jede dritte Tangente, welche nicht zwischen 
dem Convcrgenzpunkt der gegebenen Tangenten und der Parabel liegt, 
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schneidet solche Stttcke ab, deren Differenz constant ist. In beiden 
Fällen ist diese consiante Grösse gleich demjenigen Stück einer der ge- 
gebenen Tangenten, welches zwischen ihrem Convergenzpimkt und ihrem 
Berührungspunkt liegt. 

d) Wenn man um das Dreieck, das von drei Parabelfangenten ge- 
bildet wird, einen Kreis beschreibt, so gebt er durch den Brennpunkt 
der Parabel. 

Die Tangente, welche die Parabel in demjenigen Punkt 
ihrer Curve berührt, der im unendlichen Raum liegt, ist der 
(kgeiiaxe OV im System des Leitkreises homolog und liegt 
folglich ganz im unendlichen Raum (Fig. 59, c). Nun wird aber 
jedes Paar Tangenten eines Kegelschnittes von den übrigen 
Tangenten conibrm getheilt (§. 103, c). Es sind somit auch 
die Punkte der Parabeltangenten homolog, welche durch die 
Tangente des unendlichen Raumes auf ihnen bezeichnet wer- 
den, damit geht aber die conforme Theilung, welche die Pa- 
rabeltangenten erfahren, in eine proportionale über (§. 18, aj. 
Nun ist nach §. 103, c der Berührungspunkt einer Tangente 
dem Punkt einer zweiten Tangente homolog, in welchem sie mit 
der ersten convergirt, es sind also gerade diejenigen Abschnitte 
zweier Parabeltangenten homolog, welche zwischen ihren Be- 
rührungspunkten und ihrem Convergenzpimkt liegen, und das 
Yerhältniss dieser Abschnitte gibt somit das constante Verhält- 
niss an, welches zwischen den homologen Abschnitten herrscht, 
in welche sie durch alle übrigen Tangenten getheilt werden. 

In dem besondem Fall nun . dass zwei Parabeltangenten 
in einem Punkte y der Axe convergiren (Fig. 101), bilden sie 
mit der Berührungsschne C@ ein gleichschenkliges Dreieck. 
Denn die Berührungssehne CS ist der Axe zugeordnet, steht 
also auf ihr senkrecht und wird durch dieselbe halbirt, also 
Cy = (&y. Die proportionale Theilung geht also in' diesem be- 
sonderen Fall in eine uniforme über (§, 18, b). Zieht man 
also noch eine dritte Tangente DD', so wird auch CD = yD', 
folglich ist Dy + CD = Dy + D'y, vorausgesetzt, dass die Tan- 
gente DD' zwischen der Parabel CA® und dein Punkt y hin- 
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durch geht, und wenn sie dieses nicht thut, so findet man 
leicht, dass die Summe sich in eine Differenz verwandelt. 

Das Stück einer beweglichen Parabeltangente DD' (Fig. 106), 
das zwischen zwei festen Tangenten Cy und §,y liegt, wird vom 
Brennpunkt F aus unter einem constanten Winkel DFD' ge- 
sehen (§.132, b). Die Tangente des unendlichen Raumes schnei- 
det die Tangente yC in einem Punkt, der in der Richtung von 
y nach C unendlich weit entfernt liegt, die andere Tangente 
yS schneidet sie in einem Punkt, der in der Richtung von & 
nach y unendlich weit entfernt ist. Zieht man also FM |[ yC 
und FN H ©y, so ist <MFN = DFD'; es ist aher in Folge 
des Parallelismus obiger Linien auch <C MFN = CySR, also 
auch < DFD' = < Dy3i. Man kann folglich um das Vier- 
eck FDyD', das durch die drei Schnittpunkte dreier Parabel- 
tangenten und durch den Brennpunkt bestimmt wird, stets ein 
Dreieck beschreiben, und umgekehrt, wird eine Kreislinie, die 
durch die drei ersten Punkte geht, auch durch den vierten 
gehen. 

F. Oberfläche der Parabel. 

g. 155. Der Inhalt eines Parabelabschnittes beträgt zwei Drittel 
von dein Dreieck, das durch die Sehne des Abschnittes und durch dio 
Endtan geilten dieser Pulmo begrenzt wird. 

Ueberhau.pt ist das in beschriebene Vieleck doppelt so gross, als 
das umbeschricbciie Vielseit, dessen Seilen die Parabel iß den Eck- 
punkten des in beschriebe] lcii Vielecks berühren. 

Beschreibt man über einer beliebigen_Sehne AE (Fig. 104) 
ein Dreieck AEC so in die Parabel, dass die Spitze C dessel- 
ben auf den Scheitel C des der Sehne zugeordneten Durch- 
messers fällt, und zieht in den Punkten A, E, C Tangenten an 
die Parabel, welche das umbeschriebene Dreieck aec bestim- 
men, so wird auch der Convergenzpunkt c der Tangenten der 
Punkte A und E auf der Richtung des Durchmessers MC lie- 
gen, und es wird MC = Vi Mc sem (§• 1°2, c). Weil über- 
diess auch ae|| AE, so findet man leicht, dass 2A aec — 
A AEC. 
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Construirt man ebenso den Scheitel B des Durchmessers, 
der der Sehne AC conjugirt ist, und zieht in dem Punkt B 
die Tangente yd, so ist aus dem gleichen Grund AABC = 
2Ayde; folglich auch Viereck ABCE = Viereck acytf. Auf 
diesem Wege fortfahrend, wird man überhaupt bemerken, dass, 
wenn auch die Eckenzahl des inbeschriebenen Vielecks viel 
grösser wird, doch dasselbe stets doppelt so gross bleibt, als 
das umbeschriebene Viclse.it. Da somit dieses Verhältniss zwi- 
schen dem in- und umbeschriebenen Vieleck von der Seiten- 
Anzahl unabhängig ist, so ist man zu dem Schlips berechtigt, 
dass überhaupt der Parabclabschnitt ABCDE der doppelten Flä- 
ehe ABCDE y gleich ist, und dass also ABCD E = »/ 3 A AEc. 
Bei der vorausgehenden Deduktion ist die Lage der 
Ecken des inbeschriebenen Vielecks nicht beliebig, sondern 
es sind vielmehr mit der Sehne AE alle übrigen Ecken gege- 
ben. Allein dass auch bei einer beliebigen Lage der Ecken 
des umbeschriebenen Vielecks der angeführte Satz noch Gal- 
ligkeit hat , ist ■ jetzt leicht einzusehen. Denn ist ABC ein 
ganz beliebiges inbeschriebenes Dreieck, und aßy das ent- 
sprechende umbeschriebene Dreieck, so schliesst mau jetzt 

Abschnitt ABMN — 2 . AMNBy 

Abschnitt ACM ~ 2 . AMC£ 

Abschnitt CBN — 2 . BNC« 
folglich wenn man die ■> zwei letzteren Gleichungen von der 
ersten subtrahirt, auch A ABC = 2 A aßy. 
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Aufgabensammlung. 



1. Harmonische Theilung. 

1) Eine gegebene Strecke JJ' in einem gegebenen Verhältniss m : n 
harmonisch zu theilen. 

2) Zu dem Punkt der Reihe AOC den zugeordneten Punkt der 
harmonischen Theilung zu finden. 

3) Zu dem Strahl OC des Vielstrahls 0, ACB den zugeordneten 
harmonischen Strahl zu finden. 

4) Von einem harmonischen Vierstrahl sind ein Strahl aß und drei 
nicht in einer Richtung liegende Punkte A, B, A' gegeben, durch 
welche die anderen SinUileu gehen sollen; man soll den Scheitel des- 
selben finden. 

5) Von einet harmonischen Punklreihe sind einPuukt und drei 
Richtungen AB, AK und BE, welche nicht in einem Punkt convergi- 
ren und auf welchen die drei übrigen Punkte liegen sol'c», ^'.■geben ; 
man soll die Richtung der harmonischen Reihe finden. 



Die Theilung einer gegebenen Strecke JJ' in einem gegebenen 
Vorh.il tuiss m:n ist eine Aufgabe, die in die Elemente der Geometrie 
gehiirt. Am einfachsten wird sie durch zwei Parallelen gelöst, die 
man durch die Punkte J und J' zieht, wenn man auf denselben JA =m, 
J'A' = n und J*8F = n nimmt, und die Punkte A' und 2t' mit A 
verbindet. Die Schnittpunkte dieser Verbindungslinien mit der Rich- 
tung JJ' genügen der Aufgabe. Die Aufgabe 2 wird durch die Eigen- 
schaft {§. 41,d) des Vierecks auf linearem Wege gelöst, indem man ein 
Viereck zeichnet, das in A und C zwei Eckpunkte und eine durch 
gehende Diagonale hat: die Aufgabe 3 wird auf 2 zurückgeführt, oder 
man zeichnet (Fig. 9) ein Parallelogramm OABC, das AO und OC zu 
Seiten und OB zur Diagonalen hat, und zieht OD [I AC ig. 31). 
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In Aufgabe 4 bezeichnet die Richtung AB (Fig. 30) eine Transver- 
aale des härm oiiischen Vierstrahls, deren Schnittpunkt f mit off be- 
kannt ist; der vierte harmonische Punkt C, der zu den Punkten A, 
B und f nach Aufgabe 2 gefunden werden kann, bestimmt mit dem 
Punkt A' die Richtung A'C eines zweiten Strahls und den Scheitel ß des 
gesuchten Vielstrahls. Je nachdem der Punkt C dem eineu oder dem 
,iN-1fnt •)■ i r/'iiiMe j , A . B i'i ■;■?■■ f>lu-i •<•• . -_•■ l--i-si ih1"i nt ctocs j»- 
dern Auflösung. 

In Aufgabe 5 zieht man OA , so bilden die Richtungen AO , AE 
und AB einen Dreistrahl, zu welchem man nach Aufgabe 4 den vier- 
ten harmonischen Strahl AO' finden kann, der auf der dritten gegebe- 
nen Richtung EB einen zweiten Punkt C der gesuchten Punktreihe und 
die Richtung OC derselben bestimmt. Auch diese Aufgabe hat mehrere 
Auflösungen. 

II. Conforrne Punktreilien. 

6) Es sind auf den Richtungen MN und M'N' zweier perspektivi- 
schen, conformen Punktreilien A, A', B, B' zwei Paare homologer 
Punkte gegeben; man soll 

a) zu einem dritten Punkt C auf MN den homologen Punkt auf 

M'N' finden; 
li) die Gegenpuukte der Reihen suchen. 

7) Es ist auf den Richtungen MN und M'N' zweier perspektivi- 
schen , proportionalen Punktreihen ein Paar homologer Punkte A , A' 
gegeben ; man soll zu dem Punkt B der Richtung MN den homologen 
Punkt auf M'N' finden. 

8) Es sind auf den Richtungen X'X' und X"£" zweier (projekti- 
vischen) conformen Punktreihen drei Paare homologer Punkte A', A"; 
B', ß" ; G', G" gegeben ; man soll 

a) zu einem vierten Punkt E' der Richtung M'N' den homologen 
Punkt auf der Richtung MN finden; 

b) die Punkte ihrer Richtungen suchen, welche den in ihrem Con- 
vergenzpunkt vereinigten Theilpunkten homolog sind; 

c) ihre Gegenpunkte bestimmen. 

9) Es sind auf den Richtungen M'N' und M"N" zweier projektivi- 
sehen, conformen Punktreiheu ein Paar homologer Punkte A' und A"; 
und ausserdem noch die Punkte B' und C" gegeben, welche den in 
ihrem Convergeuzpunkt vereinigten Theilpunkten homolog sind; man 
soll zu einem vierten Punkt D' der Richtung M'N' den homologen Punkt 
auf M"N" suchen. 

10) Es sind auf den Richtungen M'N' und M"N" zweier (projekti- 
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viachen) ptoportio aalen Punktreihen zwei Paar homologer Punkte A', A" ; 
B', B" gegeben; man soll zu einem dritten Punkt C der Richtung M'N' 
den homologen Punkt auf M"N" bestimmen. 

11) Es sind auf zwei U; einliefen M'.V und M"N" zweier proportio- 
nalen Punktreihen die zwei Punkte gegeben , welche den in ihrem 
Convergenzpuukt vereinigten Theilpunkten homolog sind; man soll zu 
einem dritten Punkt D' der Richtung M'N' den homologen Punkt auf 
M"H" finden. 



Liegen zwei Punktreihen perspektivisch wie in Aufgabe 6, so wird 
durch die YerbindiiiLi^linicn A\'. BB' (Fig. S) zweier Paare homologer 
Punkte das l'riyektii.m.icenlrum bestimmt, und ein von da aus nach 
(.' gezogener Strahl bezeichnet auf M'N' den homologen Punkt C, und 
zieht man einen Strahl OE parallel mit M'N', so bezeichnet er auf 
MN den Gcgenpnnkt E, und wenn ein Strahl parallel mit MN ist, so 
bezeichnet er auf M'N' den Gegenpuukt. 

Sind die purspeklivisclien Reihen proportional wie in Aufgabe 7, 
so sind ihre Punkte des unendlichen Kiiumcs bomolog, ein Projckliuns- 
strahl und daher auch das Centrum liegen im unendlichen Raum. Die 
Parallelen mit AA' bezeichnen daher die proportionalen Abschnitte. 

Die folgenden vier Aufgaben behandeln die Fälle der pro.jektivi- 
schen Lage; die allgemeinen Aufgaben 8 und 9 sind gelegentlich bei 
§. 3T und 33 besprochen worden; der besondere Fall der prüpurnona- 
ien Reihen projeklivischer Fuge der Aufgabe 10 und 11 kann eben- 
falls nach den Regeln des AI tizein einen uuigcKtst werden, wenn man 
voraussetzt, dass von den Projektion [.strahlen A'A", B'B" und G'G" 
(Fig. 13) der letztere im unendlichen Raum liege, und daher auch auf 
den erstem die Centra 0' und 0" im unendlichen Kaum bestimme. 
Zieht man also durch E' die Richtung K'P ] B'li", bestimmt dadurch 
den Punkt E auf A'ß", und zieht durch E wieder EE" || A'A", so 
sind E' und E" homologe Punkte, Ebenso wird die Aufgabe 11 als 
ein besonderer Fall von ö behandelt, wenn man in Fig. 14 voraussetzt, 
dass der Strahl GG' im unendlichen Raum liege. 

III, Conforme Vielstrfthlcn. 

12) Es sind von zwei oonhirmcn Viclstrahlen und 0', die sich 
in perspektivischer [.üuh befinden, zwei Convergenzp unkte » und ß zweier 
Paare von homologen Strahlen gegeben; man soll zu einem dritten Strahl 
OC des Vielstrahls den homologen Strahl im Vielstrahl 0' bestimmen. 

13) Es sind von zwei conformeu Vielstrahlen 0' und 0" drei 
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Paare ihrer homologen Strahlen gegeben, welche in den Punkten A", 
Q, B' convergiren ; man soll 

a) zu dem Strahl O'E' des Vielstrahls 0' den homologen Strahl im 
Vielatrahl 0" suchen; 

b) die zwei Sirahlen ziehen , welche den in der Scheitellinie O'O" 
vereinigten homolog sind. 

14) Es sind von zwei conformen Viclstrahlen 0' und 0" ein Paar 
homologer Strahlen, welche in dem Ponkt Q couvergiren, und ausser- 
dem noch die Strahlen O'C und 0"D" gegeben, welche den in der 
Scheitellinie vereinigten Strahlen homolog sind, man soll zu dem Strahl 
O'E' des Vielstrahls O' den homologen Strahl im Vielstrahl C" auf- 
suchen. 



Die Aufgabe 12 über die perspektivischen Viclstrahlen wird leicht 
durch g. 32 erledigt, und die zwei nachfolgenden 13 und 14 wurden 
in §. 39 und 40 besprochen, so dass ihre Auflösung keinen Anstand 
haben kann (vergl. Fig. 15 u. 16). 

IV. Con forme Reihen gleicher Richtung und conformc 
Concentrin che Vielstrahlen. 

15) Es sind zwei conforme Punktreilren, welche in einer Richtung 
vereinigt sind, durch drei Paare homologer Punkte CC, DD', EE' ge- 
geben ; man soll 

a) zu einem Punkt F dereinen Reihe dun homologen Punkt der an- 
deren Reihe aufsuchen ; 

b) die Gegenpunkte der zwei Reihen finden ; 

c) die Hauptpunkte bestimmen, wenn solche vorhanden sind. 

16) Es sind eine Strecke AB und zwei Punkte C, C ihrer anhar- 
monisch proportionalen Theilung gegeben ; man soll 

a) zu einem Punkt D der einen Reihe den zugeordneten Punkt der 
anderen Reihe suchen ; 

b) die Gegenpunkte bestimmen. 

17) Es sind auf der Richtung MN zwei einander zugeordnete Punkte 
A, A'; B, B' gegeben; man soll den Anfangspunkt finden, den sie pro- 
portional umh Ollen. 

18) Es sind zwei eonforme, concen tri sehe Vielsirahlen durch drei 
Paare von Strahlen PC, PC; PD, PD': PE, PE' gegeben, man soll 

a) zu einem weiteren Strahl PF deu homologen linden ; 

b) die Hauptstrahlen bestimmen, wenn solche vorhanden sind. 
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Die Aufgaben über confbrme Punktreihen gleicher Richtung , und 
über conforme Vielstrahicn ivenifiiischnfi liehen Scheitels lassen sich auf 
die Aufgaben der zwei vorausgehenden Absrliuitln zurückführen, da- 
durch dass man auf ein drittes conform.es Gebilde übergeht, welches 
mit einem der gegebenen conforra ist und perspektivisch gegen das-elbe 
liegt, und nun die Aufgabe zwischen diesem Hilfsgebilde und dem 
anderen gegebenen Gebilde ausführt, hierauf zu dem gefundenen Ele- 
ment seinerseits wieder das homologe in dem ersten Gebilde, mit 
dem es perspektivisch liegt, aufsucht. Auch kann man, was die 
letzte Aufgabe 18 anbelangt, eine Aufgabe über den V i eist rahl jeder 
Zeit ieicht in eine Aufgabe über die Punktreihe verwandeln, in dem 
man statt des Vielstraids eine Punktreihe substituirt , welche durch 
irgend eine Transversale des Viel Strahls bestimmt wird. Die Lösung 
der Aufgabe, welche auf einem dieser Wege vollzogen wird, ist dadurch 
ausgezeichnet, dass sie stets eine rein lineare Construktion mit sich 
bringt, und ist daher für die Theorie von grossem Werth , und dem 
Anfänger stets zu empfehlen. 

Es gibt jedoch noch eine zweite Methode, welche sich an die 
centrische Collineation eoineidirender Kegelschnitte hält, und welcher 
der Vorzug der Einfachheit zukommt. Statt des Kegelschnitts wählt 
man natürlich einen Kreis. Es mögen daher noch die nülhigen An- 
weisungen für die Lösung der obigen Aufgaben nachfolgen, wenn in 
der Ebene der CousLniktlon ein Kreis gegeben oder zu ziehen gestattet 
ist. Diese zweite Methode ist besonders dann die nächstliegende, 
wenn die gegebenen Stücke aus Vielstrahicn bestehen, es mag daher 
die letzte Aufgabe (1H) zuerst bis Auge gefasst werden. Zieht man 
nun einen Kreis, der durch den gemeinschaftlichen Scheitel P (Fig. 113) 
der Vielstrahlen geht, so bestimmen die Sirahlen derselben die Punkte 
j-, y'; ö, 3'; e, e' und q> auf der Kreislinie, welche sich als homologe 
Punkte zweier cenuiseh colline.'irei: Systeme verhalten, die die Kreislinie 
eutspreebur.d gemein haben. Construirt man nun nach g. 129 auch 
die Gera.de ab, welche beiden .Systemen entsprechend geniein ist, so 
darf man nur die Gerade <p f ziehen, ihren Schnittpunkt f mit ab be- 
merken, durch denselben die Gerade ]-f ziehen, so wird dieselbe auf 
der Kreislinie den Punkt ip' bezeichnen, durch welchen der Strahl PI"' 
geht, der dem Strahl PF homolog sein soll. Ist die Gerade ab eine 
Sekante des Kreises, so haben die angegebenen ennccnlrisclien Viel- 
stralilen zwei Hauptstrahlcn Pa und PI", welche mit der Geraden ab 
in den Punkten fl, b der Kreislinie convergireu. Sollte ab den Kreis 
berühren, so hätten die zwei concentrlscben Vielslrahlen nur einen 
HauiiLskulil, welcher durch den Berührungspunkt gehen würde. Sollte 
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aber ab ausserhalb der Kreislinie liegen, so haben die conccntri-ehei) 
Vielstrahlen keinen Hauptstrahl. ■ 

Die Aufgaben über die Punktreihen 15, 16, 17 werden auf die 
so eben besprochene zurückgeführt. Man zeichnet nämlich zur Lösung 
von 15. eine Kreislinie und einen Vielstrahl, dessen Scheitel P auf 
derselben liegt, und dessen Strahlen durch die Punkte C, C; D, D'; 
E.E'gehen, dadurch erhält man zwei mit ihrem Scheitel in P vereinigte 
Vielzahlen. Zwei homologe Strahlen dieser Vielslrahleu bestimmen 
auch zwei homologe Punkte auf MN. Die Haupt strahlen dieses Viel- 
strahls bezeichnen auch die Hauptpunkt!! der gegebenen Reihen. Aber 
auch die Gegenpunkte lassen sich finden, wenn man durch P eine 
Parallele mit MN zieht, welche auf de? Kreislinie im Allgemeinen 
zwei Punkte f und £' bezeichnen. Die zu Pf und Pf' homologen 
Strahlen der Vielstrahlen in P, welche nach der oben angeführten 
Methode gefunden wurden, bezeichnen auf MN <lie Gegenpunkte der 
gegebenen Reihen. 

Die anharraonisch proportionale ThciUuig einer gegebenen Strecke 
Ist ein besonderer Fall des Vorausgehenden, wobei die Hauptpunkte 
der Reihen gegeben sind. Die Construktion wird dadurch etwas ein- 
facher, dass man den Hili'skrcis durch die Hauptpunkte A und B 
zieht. Nun kann man- zu dem Vielstrahl P, ABCC, Fig. 114, dessen 
Strahlen durch die Punkte C und C gehen, und noch auf der Kreis- 
linie die Punkte j- und y' bestimmen, einen zweiten conformen Viel- 
strahl zeichnen, dessen Scheitel 1" durch die Richtung der Geraden ;■!.) 
bestimmt wird. Der Strahl Y'y' wird auf AB den Punkt D' angeben, 
der dem Punkt D zugeordnet ist. Ganz auf demselben Wege gelangt 
man auch zu den Gegenpunkten Q und Q', wenn man den Scheitel P' 
Fig. 11'), des eo n fori neu Yielsirahls vermittelst einei Parallelen von AB, 
die durch j-' gebt, oder den Scheitel des Viclstrahls P" vermittelst 
einer Parallelen von AB, die durch f geht, bestimmt. 

Die Aufgabe 17, ein besonderer Fall von 15, kann man dadurch 
auflösen, dass man Über AA', über und unter BB' ahnliche Dreiecke 
zeichnet, und ihre Spitzen durch Gerade verbindet. Diese leiztcrcn be- 
zeichnen zwei Punkte, von welchen jeder der Aufgabe entspricht. 

V. Involution einförmiger Ccliildc. 

19) Von einer involutonsciien l'uulureihe sind zwei Paare von 
Punkten B, B'; C, C' («, a' ■ ß, H') gegeben; man soll 

a) zu einem fünften Punkt D (j-'J den homologen aufsuchen; 

b) den Ceotralpunkt der Involution bestimmen; 

c) die Hauptpunkte finden, wenn solche vorhanden sind. 
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20) Von einem involu torischen Vielstrahl P sind zwei Paare von 
Strahlen PA, PA' ; PB, PB' gegeben : man soll 

a) zu einem fünften Strahl PC den homologen aufsuchen; 

b) die Normalslrahlen ziehen; 

c) die Hauptstrahlen bestimmen, wenn solche vorhanden sind. 

21) Es sind zwei coiicenirinche invulutorlsche Vielzahlen P, AA' 
BB' und P, 3I;'['ii5iV gegeben, man soll diejenigen zwei Strahlen auf- 
suchen, welche hinsichtlich beider Involutionen einander zugeordnet 

22) Es sind zwei In einer HichLung vereinige iuvolutorisehc Reihen, 
AA'BB' und 31SP5B33' gegeben, man soll diejenigen zwei Punkte auf- 
suchen, welche hinsichtlich heider Involutionen einander zugeordnet 
(homolog) sind. 



Die Aufgaben fiber involulo rieche einförmige Gebilde können auf 
linearem Wege , vermittelst der lügenschaflen des Vierecks §. 114, 
a und A aufgelöst worden. Zieht mau nämlich in Aufgabe 19, a von 
den gegeben Punkten «', ß', j-' (Fig. 124) der einen Reihe nach einem 
beliebigen Punkt A drei liiehtiingen, und nimmt sodüfiii auf dem Strahl 
ky', der durch den Punkt ]•' gehl, dessen homologer Punkt gesucht 
ist, einen anderen beliebigen Punkt B, und projicirt von demselben 
aus die Punkte « und ji auf die Strahlen Aß' und An', so bestimmen 
die Projektionen D und C die Richtung OD, welche unmittelbar den 
gesuchlen Punkt y der Involution liefert. Haue man Ay ' [| aa' gezogen, 
90 wflrde y den Ccntralpunkt. der Involution angegeben haben. 

Ein anderes Mittel zur Cüuslrukiiou involutoriseher Gebilde liefert 
übrigens, auch die Involution der Kegelschnitte , und insbesondere die 
des Kreises. Die gegebeneu Strahlen eines iiwolulorischen Viclslrahls 
bestimmen niimlieh auf einer Kreislinie, welche durch den Scheitel P 
(Fig. 108) des Vielsliabls geht, zwei Paare von homologen Punkten 
B,B'; C, C'der Kieisinvoiulioji, deren Ccnfrum im Convergenzpuukt A 
der Geraden BB', CC liegt, uud deren Axe ßß' durch die Convergenz- 
punkte der übrigen Verbindungslinien gehl. 
zeichnet zwei weitere homologe Punkte de 
verbunden, zwei homologe Strahlen des 
Centralstrahl AA' (Fig. 110 und 111) fahrt 
Krci.-involuüon, welche die Xorm.iistruMei 



Nur wenn das Centrum der Kit 
liegt , so extstiren zwei Hauptput 
buuden , die Haupt strahlen des 

(Fig. m.) 



Jeder weitere Strahl be- 
r Kreislinie , welche, mit P 
Vielstrahls P liefern. Der 
zu denjenigen Punkten der 
n PA und PA' bestimmen, 
ion ausserhalb des Kreises 
ind N, welche, mit P ver- 
risehen Vielstrahls liefern. 
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Auch die Aufgabe über die involutorische Punktreihe kann durch 
die Kreisinvoiuiinn gelost werden, wenn man durch zwei homologe 
Punkt« B und B' eine Kreislinie zieht und in dieselbe einen involu- 
lorischen Vielstrahl zeichnet, dessen Scheitel P auf der Kreislinie lieg! 
(Fig. 116) und dessen Strahlen durch die Punkte B, B', C, C gehen 
und auf der Kreislinie die Punkte y und f' bezeichnen. Die Geraden 
B B' und y r' bestimmen das Centrum der Kreisinvolution , der 
Strahl Pi?' der zu Po" gehört, bezeichnet den Punkt D', der dem Punkt 
D homolog ist. Wenn das Centrum ausserhalb des Kreises liegt, so 
führen die Hauptpunkte der Kreisinvolution zu den Hauptpunkten der 
involuiori sehen Reihe. Der Centralpunkt. Q der invuliitoribidieii licilie 
wird durch denjenigen Strahl Pf bestimmt, ivdchcr durch den Punkt 
J geht, der selbst dem Punkt f homolog ist, der durch einen Strahl 
bezeichnet wird, der mit BB' parallel läuft 

In Betreff der Aufgabe 21 zieht man einen Kreis durch den Scheitel- 
punkt P (Fig. 126), sucht zu den involutorischen Punkten AA'BB' den Pol 
der Kreisinvolution , welcher durch die Richtungen AA' und IIB' be- 
stimmt wird (ji. 10(5) , bestimmt ebenso auch den Pol £> dei Krcis- 
involutiori WO.' 333}', verbindet die Pole und © durch eine Gerade, 
so wird diese die Kreislinie in zwei Punkten AI und N schneiden, in einem 
Punkt H berühren, oder ganz ausserhalb des Kreises liegen. Im ersten 
Fall sind PM und PN zwei Strahlen, welche der Aufgabe genügen, im 
zweiten Fall ist PR ein beiden Involutionen gcnicinschallliehcr Haupt- 
strahl, im dritten Fall ist die Aufgabe iiuinüglkk. Jde Auigabe 22 wird 
auf 21 zurückgeführt. 



VI. Einige Anwendungen der Conformltat und Involution 

nd auf einet Richtung MN zwei Paare von E 

i l'iu.ktrn 



23) Es sind auf einet Richtung MN zwei Paare von Punkten 
B, B'; C, C gegeben; man soll ein drittes Paar von Punkten finden, 
welches jedes der gegebenen Paare harmonisch trennt. 

24) Es sind in einer Ebene zwei Gerade DB und CF, deren 

Convergenzpaukl unbekannt ist, und ein Punkt E gegeben; man soll 
eine dritte Gerade /.leben, welche mit den gegebenen Geraden in einem 
Punkt convergirt. 

25) Es sind zwei Punkte A und C gegeben, zwischen welchen 
die gerade Verbindungslinie Hindernisse halber nicht gezogen werden 
kann; man soll durch blosse lineare Construktion noch einen dritten 
Punkt auf der Richtung AC bestimmen. 

26) Es sind vier Punkte A, B, C, D einer Richtung gegeben; man 
soll einen fünften Punkt ausserhalb derselben linden, der die Eigen- 
schaft habe, dass die von ihm aus nach den gegebenen Punkten gc- 
zegeaen Geraden drei gleiche Winkel mit einander machen. 
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27) Es sind drei Punkle A, B, C in einer Ebene gegeben, welche 
nicht in einer Richtung liegen; man soll einen vierten Punkt aufsuchen, 
dessen Knlfcrnungen von den gegebenen Punkten sich /.n einander ver- 
halten wie drei gegebene Grossen m, n und p. 

28) Es sind zwei Dreiecke ABC und A'B'C gegeben, man soll 
ein drittes Dreieck zeichnen, welches in das erste und zugleich um das 
zweite beschrieben sei. 

29) Es sind zwei eonforme prqjckfivischc P im lu reihen A", B", G" 
und A', B', G' in einer Ebene gegeben; man soll durch einen ausser- 
halb ihrer Richtung liegenden Punkt P eine Gerade so ziehen, dass sie 
zwei homologe Punkte der gegebenen Reihen verbinde. 

30) Es sind zwei conforme projektiv) sc he "Viel stuhlen 0" und 0' 
durch drei Paare homologer Strahlen gegeben, welche in den Punkten. 
A', B", Q convergiren; man soll auf einer gegebenen Ilichiung MX, die 
nicht durch die Seheitel der Vielstrahl cn geht, denjenigen Punkt auf- 
suchen, in welchem zwei homologe Strahlen der Vielstrahlen onnvergiren. 

31) Es sind ein Dreieck ABC und zwei Punkte D und E, die 
nicht auf seinem Umfang liegen, gegeben; man soll ein "Viereck so ura 
das Dreieck AliC beschreiben: das; dessen Gegenseiten paarweise, in 
den Ecken des Dreiecks A HC convergiren, und dass überdiess jedes Paar 
seiner Gegenseiten sowohl durch die in demselben Eck couvcrgüvnden 
Seilen des Dreiecks AliC. als auch durch die gegebenen Punkte D und E 
harmonisch getrennt werden. 

32) Es sind ein Dreiseit ABC und zwei Richtungen d und e, die 
nicht auf dein Umfang convergiren, gegeben, mau soll ein "Viersen so 
in das Dreieck ABC beschreiben, dass dessen Gc^eneeken puanveisc auf 
den iseileiirichtiiiisien des Dreiecks liegen, und dass überdiess jedes Paar 
dieser Gegenecke)) sowohl durch die ;iuf derselben Richtung liegenden 
Ecken des Dreiecks ABC, als auch durch die gegebenen Richtungen d 
und c harmonisch getrennt werden. 



Die zwei gesuchten Punkte in Aufgabe 23 sind die Hauptpunkte 
der Involution HB' CC, welche nach Aufg. 19 c. gefunden werden. Die 
Aufgaben 24 und 25 werden durch die Eigenschaften des Vierecks 
gg. GO und 61 aufgelöst. 

Die Aufgaben 26 und 27 beruhen auf folgender Eigenschaft des 
Kreises: Theilt man den Durchmesser BB' eines Kreises (Fig. 117) 
durch zwei Punkte A und C harmonisch, so wird jeder Peripherie- 
winkcl APC des Kreises durch die Seime PB halbirt, welche in dem- 
selben liegt. Dass diess wirklich der Fall ist, wird man einsehen, 
wenn man bemerkt, dass der Vierstrahl P,B'ABC harmonisch ist und 
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dass die Strahlen PB und PB' senkrecht auf einander stehen (§. 72 d). 
Auch wiril man bemerken, dass die Strecken PA und PC ein constantes 
Verhältnis» zu einander haben , welches dem Verhältniss AB und BC 
gleich ist. Sind nun vier Punkte A, B, C, D einer Richtung gegeben, 
und sucht man einen fünften B', der mit B die Punkte A, C harmonisch 
trennt, und beschreibt sodann über BB' einen Kreis, sucht hierauf einen 
sechsten Punkt C, der mit C die Punkte B und D harmonisch trennt, 
und beschreibt auch über CC als Durchmesser einen Kreis, so wird ein. 
jeder Schnittpunkt der Curten der zwei lülfskreise diu in Aufgabe 2ü 
verlangte Eigenschaft haben. Sind drei Puokie A, B, C gegeben, die 
nicht in einer Richtung liegen, so kann man die Strecke AB im Ver- 
hältniss von m : n durch einen Punkt D theilen, den Punkt D' suchen, 
der mit D die Strecke AB harmonisch thciJt, und über DD' als Durch- 
messer einen Kreis beschreiben. Ebenso theilt man hierauf auch die 
Strecke BC durch einen Punkt E im Verhältniss von n : p, sucht 
zu E den zugeordneten Punkt E' der harmonistheu Theitung der Strecke 
BC und beschreibt aber EE' als Dutchmesser einen zweiteujvre.is, so wird 
"jeder Schnittpunkt dieser zuei Hilf- kreise der Aufgabe 27 entsprechen. 

Hinsichtlich der Aufgabe 28 kann man auf AB (Fig. 118) einen 
beliebigen Punkt a nehmen , durch den Eckpunkt A' eine Gerade 
ziehen, welche auf AC den Punkt «' bestimmt, hierauf von «' aus 
wieder eine Gerade durch B' ziehen, welche auf BC den Punkt o" be- 
stimmt, und endlich wieder von u" durch C eine Gerade ziehen, welche die 
Seite AB wieder in einem Punkte a trifft. Sollten die Punkte « und a 
zusammenfallen, so wäre die Aufgabe geliisl. geschieht diess aber nicht, 
so kann man einen /.weiten Punkt H nehmen und ganz, wie das erste Mal 
verfahren, bis man wieder zu einem Punkt b auf AB gelangt. Nun musa 
noch von einem dritten Punkt y der Geraden BC ausgehend das Gleiche 
geschehen, um zu einein dritten Punkt C derselben Richtung ?,u kom- 
men. So forlfahrend, wird man auf BC zwei Reihen „, 8, y . . und 
a, 6, C . . gewinnen, welche conform sind. Die zwei Hauptpunkte 
dieser Reiben, welche nach Aufgabe 15 schon durch die !] I'unktpaare 
a, a, §, 6; J", C gefunden werden, haben offenbar die Eigenschaft, dass 
von ihnen ausgehend ein Dreieck beschrieben werden kann, welches! der 
Aufgabe genügt. 

Die Aufgaben 29 und 30 werden auf '2 'S zurückgeführt. Denn sind 
A", E", G", E" und A', B', G', E' (Fig. HO) zwei conforme Reihen, 
so bilden die Richtungen dieser Reihen mir den Verbindungslinien 
A'A", B'B", G'G" und E'E" ein Sechsseit A"0"0'B'E'E", dessen 
Dia;!Ot:;;icn ih;r gegenüberstehenden Ecken in einem Punkte E conver- 
giren (§. 37). Geht nun E'E" durch den gegebenen Punkt P, SO ist 
EE'E" ein Dreieck, das dem Dreieck A"B'Q inbeschrieb ea , und dem 



/Google 



307 

Dreieck 0' 0" P unbeschrieben ist. Zeichnet man also das Dreieck 
EE'E" auf diese Weise nach Aufg. 28, so genügt die Gerade E' E" 
der Aufgabe. — 'Sind gleichermaasen 0' und 0" (tfig. 120) zwei con- 

fonne Tielstrahlcn , bei welchen vier Paare von Immobilien Strahlen 
in den Punkten A', Q, B", E eon vergären , so ist A' QB" 0' EO" ein 
Sechseck, dessen gegenüberstehende Seiten in den Punkten E", 0, E' 
einer Richtung convergiren (§. 40). Liegt nun aber der Punkt B auf der 
gegebenen Geraden MN, so ist EE'E" ein Dreieck, das dem Dreieck 
OMN itib ('schrieben und dem Dreieck 0' 0" umlic-chriobcn ist. Zeichnet 
man also das Dreieck EE'E" auf eben diese "Weise, so sind O'E' und 
0" E" die zwei gesuchten Strahlen. 

Hinsichtlich der Aufgabe 31 wird man von A aus nach Aufg. 23 
die Richtungen AM und AN so ziehen, dass sie sowohl die Seiten AB 
und AC, als auch die Richtungen AD und AE harmonisch trennen, 
und sodann von B ans die Uichtuiigcn BIM und BN so ziehen, dass sie 
die Richtungen BA und iJC, sowohl als auch die Richtungen BD and 
B'K harmonisch trennen. Diese vier Richtungen werden unmittelbar die 
Ecken M, N, S, T des gesuchten Vierecks liefern. Gauz ähnlich be- 
handelt man die Aufgabe 32. 



VII. Perspektivische Collincatiou. 

33) Es sind das Centrum 0, die Axe XX, und zwei homologe 
Punkte A und A' zweier perspektivischer, collineärer Systeme gegeben; 
man soll 

a) zu einem Punkt B des einen Systems den homologen Punkt des 
andern Systems finden; 

b) zu einer Geraden !')■■>' de-: einen Systems die homologe Gerade des 
andern Systems zeichnen; 

c) die Gegeuaxcn construiren ; 

d) den 31odulus der Collmeafion bestimmen. 

34) Es sind das Centrum 0, die Axe X3: und die Gegenaxe 
33K zweier perspektivischer, colli neärcr Systeme gegeben; man soll 

a) die andere Gegenaxe zeichnen ; 

b) zu einem Punkt A des einen Systems den homologen Punkt des 
andern Systems suchen; 

e) zu einer gegebenen Geraden Are des einen Systems die homologe 
(.■ei'.u.le des andern .Systems ziehen. 

35) Man soll die Collineationsaxe zweier perspektivischer Systeme 
bestimmen, wenn gegeben sind: 

a) das Centrum und die zwei Gegenaxen 2t® und f .U'iB'; 
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b) das Centrum 0, ein Paar boiiiiiloger Punkte A,A' uod ein Paar 
homologer Geraden B/f und ft'ß. 

36) Man soll das Collineafionseentrum zweier perspelulviseher 
Systeme finden, wenn gegeben sind; 

a) zwei Paare homologer Funkle A,.V; B, B'; 
V) ein Paar homologer Punkte A, A' , die Collineationsaxe X3£ und 
eine Gegenaxe 3P-8 ; 

c) ein Paar homologer Punkte A, A', die Collineationsaxe XX und 
der Modulus m : n der Collineation. 

37) Man soll die Axc und das Gentium zweier perspektivischer 
System; finden, wenn gegeben sind: 

a) zweiPaare homole-gcr Punkte A, A'; B,B' und eine Gegenaxe $125; 

b) ein Paar homologer Punkte A , A' und die zwei Gcgenaxen 
21«, W. 



Sind das Centrum , die Axe XX und überdies« zwei homologe 
Punkte A, A' gegeben (Flg. 21), so kann man zwei homologe Gerade Aj' 
und AV ziehen, von welchen die erste durch den gegebenen Punkt 1! ^i.-lit, 
alsdann wird der Coilinealionsstrahl Oli auf der letzteren den Punkt 
11' bestimmen, weicher dem ersterce homolog ist. — Soll aber zu einer 
Geraden Dd des ersten Systems die homologe Richtung des zweiten 
Systems gefunden werden , so darf man nur zu einem Punkt D der- 
selben, den homologen Punkt D' aufsuchen, so ist D'ci die verlangte 
homologe Richtung des zweiten Systems. Die Punkte 58 und <£' der 
zwei Gegemi\i::i werden gefunden, wenn man zu den homologen Rich- 
tungen Aa und A'« die parallelen ColliueaLionsstrahlcn zieht, welche 
mit jenen Riehtungen in den gesuchten Punkten 9i und £' (Fig. 22) con- 
vergiren. Zieht man durch diese Punkte Parallele mit der Axe XX, so 
sind dieselben die gesuehlen Gegenaxen. [Schneidet der Collincalions- 
strahl OS die Axe in dem Punkt fc, so ist das Verhältniss Söu : 059 
dem Modulus der Collineation gleich. 

Ist ausser dem Centrum und der Axc XX auch noch eine Ge- 
gfiiaxr '-!'(.>. gegeben, so kann man .sogleich auch die andere Gegenaxe 
zeichnen , weil man weiss, dass die zwei Gegenaxeu symmetrisch gegen 
das Ccnlrum und die Axe XX liegen (§. -17, il), aucli kann man nach 
§. 47, e. zu einer gegebenen Geraden A<* des ersten Systems die homo- 
loge Gerade A'« des andern Systems huden, und nun wird auch ein 
CollinealkjesMrahl OA auf ilcr homologen Richtung AV, den Punkt A' 
bestimmen, der dem Punkt A homolog ist. 

Die übrigen Aufgaben 35—37 köuneu füglich dem Nachdenken 
des Lesers überladen, bleibea. 
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Vni. Involutorische Collineation. 

38) Eb ist das Centrum und die Axe X3: zweier involutori sehen 
/steme gegeben; man soll 

a) die Gegenaxe linden; 

b) zu einer gegebenen Geraden AB des einen Systems die homologe 
Richtung des andern Systems suchen; 

c) /.u einem gegebenen Punkt A des einen Systems den homologen 
des andern Systems finden. 

39) Man soll das Centrum finden , wenn gegeben sind ein Paar 
imologer Punkte A und A', und die Axe XX. 

40) Man soll die Axe finden, wenn gegeben sind das Centmm O 
id .ein Paar homologer Richtungen Ab und A«'. 

41) Man soll das Centrum und die Axe finden, wenn gegeben 
nd; 

a) zwei Paare homologer Punkte A,A'; B,E'; 

b) zwei Paare homologer Richtungen A«, A'o; Bß, B'S; 

c) ein Paar homologer Punkte A, A' und ein Paar homologer Rich- 
tungen Bß, S'ß. 



Die Gegen axe einer irsvoluiarisciifii Colliin:;ttion kann nach §. 48 c. 
construirt weiden, die Aufgaben 38, b. und c. reduziren sich cben- 
damit auf 34, b. und c. Die folgenden Aufgaben finden durch die 
Eisen seh äffen g. 48, a. und b. ihre Erledigung, tinrl die Aufgabe 41 c. 
reduzirt sich namentlich hiedureh auf die Aufgabe 23. 

IX. Collineation perspektivischer affiner Systeme. 

42) Die Axe XX und ein Paar homologer Punkte, A und A' sind 
gegeben; man soll 

a) zu einem Punkt B des einen Systems den homologen Punkt des 
affinen Systems finden; 

b) zu ciaer Geraden Bß des einen Systems die homologe Richtung 
des affinen Systems suchen. 

43) Es sind zwei Paare homologer Richtungen A«, A'a; Bß, B'ß 
gegeben, man soll die Axe und das Centrum der affinen Systeme finden. 



Diese Aufgaben reduziren sich auf diejenige von 33, wenn man be- 
merkt, dass das Centrum im unendlichen Raum liegt, und bedürfen 
daher keiner weitem Erklärung. 
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X. Collincation perspektivischer ähnlicher Systeme. 

44) Der Aelinliehkeitspunkt O und ein Paar homologer Punkte 
A und A' sind gegeben ; man soll 

a) zu einem Punkt B des einen Syslews <len homologen Punkt des 

ähnlichen Systems finden: 
1)) au einer Richtung HC des einen Systems die homologe Richtung 

des andern Systems suchen. 

45) Der Aehnlichkeitsjmnkt und ein Paar houiologer Richtungen 
AB, A'ß' sind gegeben; man soll 

a) zu einem Punkt C des einen Systems den homologen Punkt C 
des ähnlichen Systems linden: 

b) zu einer Richtung DK des einen Systems die homologe Richtung 
des ähnlichen Systems suchen. 

4Ü) Es sind zwei homologe Punkte A, A' und zw 
Richtungen BC und B'C zweier ähnlichen Systeme rregebei 
den Aclinliehkeitspunkl der Systeme bCätimnicLi. 



Diese Aufgaben werden keine Sclnvierigkeit darbieten, wenn man 
sich erinnert, dass jede zwei liomologen Geraden parallel sind, und in 
Betreff 46 bemerkt, dass dieselbe auf Aufgabe 17 reduzirt werden kann, 
übrigens zwei Auflösungen zulässt. 

XI. Collincation projektiv Ischen Systeme. 

47) Es sind die homologen Vierecke ABCD und A'B'C'D' zweier 
pro.jiMJi\ischer C) II in eurer .Systeme gegeben: man soll 

a) zu einer Richtung EF des einen Systems die homologe Richtung 
des andern Systems aufsuchen; 

b) zu einem Punkt G des einen Systems den homologen Punkt des 
andern Systems construiren : 

c) die GeLronas.cn der zwei Systeme zeichnen. 

48) Es sind die homologen Dreiecke ABC und A'B'C zweier 
affinen Systeme gegeben; man soll 

a) zu einer Richtung EF des einen Systems die homologe Richtung 
des andern Systems suchen; 

b) zu einem Punkt D des einen Svstems den homologen Punkt 
des andern Systems bestimmen. 

49) Es sind die homologen Punkte A,A', B,B' zweier ähnlichen 
Systeme gegeben; man soll 

a) zu einem Punkt C des einen Systems den homologen Punkt des 
andern Systems bestimmen; 
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b) zu einer Richtung DE des einen Systems die homologe Richtung 
des üiiiicni Systems zeichnen. 
Der Convergenzpunkt Q der Gegenseilen AB und CD ist dem 
Convergenzpunkt Q' der homologen Seiten A'B', CD' homolog. Auf 
den ersteren Seiten AB und CD werden durch die Richtung EF die 
Punkte E und F bestimmt, nimmt man nun auf den homologen Rich- 
tungen des zweiten Systems die Punkte E' und F' so dass ABQE /^ 
A'B'Q'E', CDQF Ä C'D'Q'F', so ist die Richtung E'F' des zwei- 
ten Systems der Richtung EF des ersten Systems homolog. Soll nun 
auch zu einem Punkt G des ersten Systems der homologe Punkt im 
zweiten System gefunden werden, so darf man nur durch denselben 
zwei Richtungen legen, und im zweiten System die homologen Rich- 
tungen aufsuchen, so wird auch der Convergenzpunkt (■>' der letzteren 
dem Punkt G des ersten Systems homolog sein. Bestimmt man ferner 
auf den conformen Punktrcihcn ABQ und A'B'Q' die Gegenpunkte P 
und SB' und ebenso auf den conformen Punktreihen CDQ undC'D'Q' 
die Gegenpunkte E und 9)' nach Aufg. 8 c, so sind PB und sjä'Sft' 
die Gegenaxen der zwei Systeme. 

Sind in Aufg. 48 E und F Punkte der Richtungen AB, AC, SO 
wird man E' und F' auf den homologen. Richtungen A'B' und A'C so 
nehmen, dass die Punktieilien ABE und A'B'E'; ACF und A'C'F' 
proportional sind, so ist auch E'F' homolog EF. Die homologen Punkte 
der Systeme werden itn Allgemeinen durch zwei Paare in denselben 
eonvergirctider Richtungen bestimmt. Es scheint überflüssig, Erläutern- 
des Über 49 hinzuzufügen. 

XII. Polarität des Kreises. 

50) Es ist ein Kreis gegeben: man soll 

a) zu einem beliebigen Punkt in der Ebene des Kreises die Polare 
finden ; 

b) zu einer beliebigen Richtung im' den Pol suchen. 

51) Es ist eine Kreislinie und in iiirer Ebene ein Punkt A und 
eine Richtung an' gegeben; man soll 

a) auf der Richtung aa' den Punkt suchen, welcher dem Punkt A 
conjugirt ist ; 

b) durch den Punkt A eine Gemdo ziehen, welche der Richtung 
««' conjugirt ist. 

52) Es ist eine Kreislinie gegeben, deren Mittelpunkt unzugäng- 
lich ist; man soll 

a) von einem gegebenen Punkt P ausserhalb der Kreislinie eine 
Tangente an den Kreis ziehen; 
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b) durch einen Punkt C auf der Kreislinie eine Tangente an den 
Kreis ziehen ; 

c) zu einer gegebenen Richtung MN die Richtung des auf ihr senk- 
rechten Durchmessers bestimmen; 

d) mit der gegebenen Richtung JIM eine parallele Tangente ziehen. 
53) Einen Kreis zu construlreri. welcher einen [.'^ebenen Punkt und 

eine gegebene Richtung MN zu t'ol und Polaren hat und überdiess noch 

a) ducch einen gegebenen Punkt C geht; 

b) eine gegebene Richtung RS berührt. 



Die Aufliisun» der Angaben 50 ist gelegentlieh bei §. 70 nc-ireben 
worden, diejenige von 51 reduzirt sich auf 50, sobald man den Begriff 
der conjugirten Punkte und Richtungen §. 75, a. in Anwendung bringt. 
Die Aufgaben 52 sind eine Anwendung von 50; denn die Polare des 
Punktes P bestimmt auf der Kreislinie die Berührungspunkte der Tangenten 
(§. 71, e). Zieht man durch den Punkt C der Kreislinie eine beliebige 
Sekante CG und bestimmt ihren Pol y nach Aufg. 50, b, so geht durch 
diesen Punkt <y die Tangente des Punkfes C. Sucht man auf einer Rich- 
tung MN nach 50 zwei Paare conjugirter Punkte A, A' B,B', und sodann 
nach 1Ü, b. den Centralpunkt Q der Involution A A' B B', so geht durch 
denselben der Durchmesser des Kreises, welcher auf M N senkrecht steht. 
und dieser Durchmesser bezeichnet auf der Kreislinie die Punkte D undD' 
der mit MN parallelen Tangenten. Zieht man in Betreff der Aufgabe 53 
die Richtung OC, bestimmt ihren Schnittpunkt Q mit MN, so ist der 
vierte harmonische Punkt (J zuOCO ein zweiter Punkt auf der Kreis- 
linie. Die senkrechte Halbitungslinic der Strecke CS, und die lüclitiing 
der Senkrechten, welche man von auf MN füllt, bestimmen den Mittel- 
punkt J des gesuchten Kreises. Ashnlich lost man auch die Auf- 
gabe 53, b. 

XIII. Aehnlicltkeit der Kreise. 

54) Man soll die Aehnlichkeitspunkfe bestimmen: 

a) zwischen zwei Kreisen J und J'; 

b) zwischen einem Kreis J und einem Punkt P; 

c) zwischen einem Kreis J und einer Geraden MN. 

55) Es sind zwei Kreise in einer Ebene gegeben ; man soll 

a) zu einem gegebenen Punkt C auf der Curve des einen Kreises den 
homologen Punkt im andern Kreis finden, welcher durch die per- 
spektivische Lage der ähnlicher] Curven bestimmt wird; 

b) zu einer gegebenen Richtung M N des einen Kreises die perspekti- 
visch homologe Richtung im andern Kreis suchen; 
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c) zu einem beliebigen Punkt P in der Ebene des einen Kreises den 
perspektivisch in ■junioren Punkt im anderen Kreis bestimmen; 

d) durch einen Punkt C auf dem Umfang de» einen Kreises einen 
Anliiilii likeitsstrahl ziehen; 

e) durch einen beliebigen Punkt P in der Ebene der Kreise einen 
Aehnlichkeitsstrahl ziehen ; 

f) eine Gerade ziehen, welche die Kreise unter einem gegebenen 
Winkel « achneidet; 

g) die vier gemeinschaftlichen Tangenten zeichnen. 

56) Man soll zu einem gegebenen Kreis J einen zweiten Kreis so 
zeichnen , dass die Kreise zwei auf ihrer Centralen gegebene Punkte 
und O' zu Aehi]lichkrii«]i!inkt™ haben. 

57) Mau soll den gemeinschaftlichen Aehnlichkeitsstrahl auf- 
finden 

a) für drei in einer Ebene gegeben« Kreise A, B, C; 

b) für zwei Kreise A, B und eine Gerade MN; 

c) für einen Kreis A und zwei Gerade MN und ES; 

d) für einen Kreis A uud zwei Punkte B und C; 

e) für einen Kreis A, eine Gerade MN und einen Punkt B. 

58) Es ist ein Kreis .1 und ;uif dessen Umfang ein I-'unkt A gegeben; 
man soll einen dritten Kreis zeichnen, der den Kreis J in dem Punkt A 
berührt und zugleich noch 

a) einen andern Kreis J' berührt ; 

b) eine gegebene Gerade MN berührt; 

c) durch einen gegebenen Punkt C gellt. 

59) Es ist eine Gerade MN und auf derselben ein Punkt A gegeben; 
mau soll einen dritten Kreis zeichne::, der die Gerade MN in dem Punkt A 
berührt und zugleich noch 

a) einen gegebenen Kreis J berührt; 

b) eine Gerade RS berührt; 

c) durch einen gegebenen Punkt C geht. 



Die Lage der Aehnlichkeitspunkte zweier Kreise ist in §. 78 an- 
gegeben, die Auflosung der Aufgaben 55 beruht so unmittelbar auf dem, 
was in g. 77 behandelt Ist, dass eine Erläuterung überflüssig scheint. In 
Aufgabe 56 wird der Mittelpunkt J' des gesuchten Kreises, als der vierte 
harmonische Punkt zu 0, 0' und J und der Halbmesser des Kreises durcli 
einen Aelmlichkeils strahl leicht bestimmt. Die Aufgaben 57 können, 
wenn die Aehnlichkcitsnuukte nach g. 78 bestimmt sind, keinen Anstand 
haben, da die vier gemeinschaftlichen Aehnlic-likeitsstrihlcn in allen 
Fällen dem Gesetz §.79 unterworfen sind, obgleich die Zahl dieser 
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Acli nl i cli k ei ts strahlen in 57, e auf zwei und in 57, d auf eins re- 

Die Eigenschaft §. SO, a des Bcrührungs-kreises 2il.1L ein Mittel an die 
Hand, um alle Aufgaben über den Ben'ibrungskreis zu K'.sen, wenn ein 
Xlerüliruiigspunki gege-hen ist. Wenn man auch den Punkt und diu gerade 
Linie in den Begriff des Kleines mit :nifniiuiut. so können dit' Aufgaben TiB 
und 59 in die eine Aufgabe zusammengefaßt werden: „Einen Kreis zu 
zeichnen, der zwei andere Kreise und zwar einen derselben in einem ge- 
gebenen Punkt berüliri.'' Die allgemeine Auflösung heisst: Man ziehe 
durch den gegebenen I!ei'iihi<i:]g-punk( einen Achnllclikeitsstrahl, so be- 
zeichnet derselbe auch auf dem zweiten Kreis den gesuchten lii'riiiirnngs- 
punkt. Die an die zwei Berührungspunkte gezogenen Halbmesser 
t-onvergiren im Mittelpunkt des gesuchten Jieriihrnngskreises. Diese 
Auflösung ist auch noch auf 5!) b. anwendbar, wenn man erkannt hat. 
dass der Aehnlichkeitspunkt zweier unendlich grossen Kreise selbst im 
unendlichen Räume liegt, und dass die Halbirungslinie der "Winkel, den 
die Linien MN und RS mit einander machen, ein Aehnlichkeit-siralil 
derselben ist (weil er beide Linien inner gleichen "Winkeln sehneidet). 

XIV. Poteiizialität der Kreise. 

60) Man soll die Poicnzliuie. zeichnen zwischen 

a) zwei Kreisen J und <!' ; 

b) einem Punkt P und einem Kreis J: 

c) einem Kreiä J und einer Geraden MN; 

d) einem Punkt P und einer Geraden MN; 

e) zwei Punkten P und SP; 

f) zwei Geraden MN und RS. 

61) Man soll einen Kreis zeichnen, welcher 

a) drei gegebene Kreise A, Ja, ü rechtwinklig sehneidet; 

b) zwei gegebene Kreise B, C rechtwinklig schneidet, und dessen 
.Mittelpunkt, auf einer gegebenen Geraden MX liegt: 

c) zwei gegebene KreiseA, B rechtwinklig schneidet, und durch 
einen gegebenen Punkt C geht; 

d) einen gegebenen Kreis A rechtwinklig schneidet, durch einen 
gegebenen Punkt B geht, und dessen Mittelpunkt auf einer gege- 
benen Geraden MN liegt; 

e) durch zwei gegebene Punkte A und B geht, und dessen Mittelpunkt 
auf einer gesehenen Geraden RS liegt; 

f) durch drei gegebene Punkte A, B und C geht. 

62) Es soll ein Kreis gefunden werden, welcher mit einem anderen 
gegebenen Kreis J eine gegebene Gerade MN zur Potenzlinie hat und 
ausserdem noch 
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a) durch einen gegeben Punkt P geht; 

b) eine gegebene Gerade ES beruhet ; 

c) einen gegebenen Kreis J' berührt. 

63) Man soll zwei Kreise zeichnen, von welchen der eine durch die 
gesehenen Punkte A und B, der andere durch die gegebenen Punkte C 
und D geht, und welche eine gegebene Gerade MS zur Polcnzlinic 
haben. 



Die Aufgaben 60 sind in §§. 81 u. 83 behandelt (vergh Fig. 121): die 
Aufgaben (i'l finden dureb §. ä<f jiire Erledigung, wenn man bemerk!, rtass 
ein Kreis, welcher ans einem Punkt einer Geraden beschrieben ist, zugleich 
auch ein rechtwinkliger Scbnittkrcis derselben ist, und dass der Kreis, 
welcher durch einen Punkt gehl, auch als der rechtwinklige Sehn kl kreis 
eines auf diesen Punkt icdu/iiicn Kreises betrachtet werden kann, und 
endlich das s der Mittelpunkt eines Kreises, welcher zwei andere Kreise 
rechtwinklig schneide!, auf der PotenzHnie die* er Kreise liegt (§. 82a). 

DieAufgaben B2 können als besondere Falle einer Aufgabe behandelt 
werden, wenn man die drei gegebenen Stücke als Kreise betrachtet, und 
nun zuerst nach 1)1 einen Hili'skrcis i /acht, welcher dieselben rechtwinklig 
schneidet., dieser iiill'skreis bezeichnet auf dein dritten Kreis, der durch 
a, b oder c gegeben ist, den Hurübrun^spnnkl des gesuchten Kreises, dessen 
Mittelpunkt überdiess auf der Senkrechten liegt, die man von J aus auf 
MN fallt, und der somit bestimmt ist. 

In Betreff der Aufgabe 63 suche man die Schnittpunkte a und ß (Fig. 
122) der Geraden AB und CD mit MS, construire aus n mit dem geo- 
metrischen Miltcl iiF zwischen nB und eA, und ebenso aus ß mit dem 
geometrischen Mittel ßE zwischen ßC und ßD Hilfskreise, so wird die 
Potenziinie Kl. dieser zwei Hills kreise zugleich die auf MS senkrechte 
Centrale der zwei gesuchten Kreise sein. Die Mittelpunkte J und J' 
der letzteren werden also durch die senkrechten li.ilbtrinigslinicn der 
Strecken AB und CD auf KL bestimmt -werden. Man wird nämlich 
finden, dass die Hi l.fskreise « und : ; senkrechte Schnittkrcise der Kreise 
J und J' sind, folglich sind auch die letzteren senkrechte Sehnitlkreisc 
von ii und ß und ihre Mittelpunkte liegen also auf der Potenziinie der 
Kreise a und ß (§. 82 a). 



XV. Krcisberührungcn. 

64) Es sind drei Kreise A, B, C gegeben ; man soll einen vierten 
Kreis zeichnen, welcher 
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a) die gegebenen Kreise von aussen berührt; 

b) dieselben von innen berührt; 

c) die Kreise A und B'von aussen und den Kreis C von innen 
berührt ; 

d) die Kreise A und B von innen und den Kreis C von aussen 
berührt. 

65) Es sind zwei Kreise A und B gegeben ; man soll einen drit- 
ten Kreis zeichnen, welcher dieselben berührt, zugleich aber auch 

a) durch einen gegebener] Punkt C gebt; 

b) eine gegebene Gerade MN berührt. 

66] Es ist ein Kreis A gegeben; man soll einen zweiten Kreis 
zeichnen, welcher denselben berührt und zugleich 

a) zwei gegebene Geraden )i\ T und RS berflhrt; 

b) eine gegebene Gerade MN berührt und durch eiuen gegebenen 
Punkt B geht; 

c) durch zwei gegebene Punkte B und C geht. 

67) Es ist eine Gerade Mi gegeben: man soll einen Kreis zeich- 
nen, welcher dieselbe berührt, und zugleich 

a) zwei andere gegebene Geraden BS, VW berührt; 

b) eine Gerade RS berührt und durch einen Punkt C gebt; 

c) durch zwei gegebene Punkte B und C geht, 

68) Es ist ein Kreis J gegeben ; mnu soll einen ander« Kreis zeich- 
nen, welcher denselben berührt und zugleich noch 

a) zwei andere Kreise A und B rechtwinklig schneidet; 

b) einen andern .Kreis A und eine Gerade MS ree in winklig schneidet; 

c) einen andern Kreis A rechtwinklig schneidet und durch einen 
gegebenen Punkt C geht; 

d) eine gegebene Gerade MN rechiwinklig sehneidet und durch einen 
Punkt G geht. 

69) Es ist eine Gerade MN gegeben; man soll einen Kreis zeich- 
nen, 'welcher dieselbe berührt und noch 

a) zwei gegebene Kreise B und C rechtwinklig schneidet ; 

b) einen gegebenen Kreis B und eine gegebene Gerade RS recht- 
winklig schneidet; 

c) einen gegebenen Kreis B rechtwinklig schneidet und durch einen 
gesehenen Punkt C geht. 

70) Es ist eine Gerade MN gegeben; man soll aus einem Punkt 
dieser Geraden einen Kreis beschreiben, welcher 

i) zwei andere gegebene Kreise A und B berührt; 

b) einen gegebenen Kreis B und eine gegebene Gerade RS berührt; 

c) einen gegebenen Kreis B beruhet and durch einen gegebenen 
Punkt C geht; 
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d) eine gegebene Gerade PQ berührt und durch < 
Punkt C gellt. 



Es ist nicht das geringste Verdienst der neueren Geometrie, das 
Chaos der Aufgaben über Kreisljerühn.ing gelichtet zu haben. Die 
Wicbiiakeit dieser Aufgaben und weil an ihnen auf eclatante Weise 
die praktische Seite der neueren Geometrie, nämlich ihre Nützlichkeit. 
J :l Knenlbehrlichkeii dargetban weiden Kann, mag ihnen liier eine aus- 
führlichere Betrachtung gewidmet werden. 

Es gibt ihrem Begriff nach zwei Gaf Jungen von Aufgaben über Kreis- 
bcrühruiiü'eu, nämlich reine und unreine. Kein heisst eine solche 
Aufgabe, wenn der gesuchte Kreis blos durch Berührungen bestimmt 
ist, die er an anderen Kreisen (Linien und Punkten) vornehmen soll; 
unrein heisst sie dagegen, venu er auch noch durch anderweitige Be- 
ziehungen bestimmt ist. Die reinen Aufgaben über Kreisberührung zer- 
fallen wieder in zwei Abtbeilungen, je nachdem ein oder kei n 
Berührungspunkt gegeben ist. Sobald die beiden Berührungspunkte 
bestimmt sind, kann der Berührungskrei- als gefunden betrachtet wei- 
den, da die durch die Berührungspunkte gezogenen Normalen (Halb- 
messer) unmittelbar zum Mittelpunkt des Berührungskreises führen. 

Die erste Reihe der reinen Aufgaben aber die K reis be rühr uii- 
gen, welche dadurch ausgezeichnet ist, dass ein Berührungspunkt ge- 
geben ist, wird durch die Eigenschaft der perspektivischen Aehulichkeit 
der zwei gegebenen Kreise aufgelöst, und ist bereits in 53 und 59 
behandelt worden. Obgleich diese Aufgaben von jeher behandelt und 
leicht gelost wurden, so ist es doch auch in Bclreif ihrer nur der 
Methode der neueren Geometrie gelungen, dir Gemeinsames aufzufas- 
sen und eine allgemeine Hegel zu geben, welche auf alle besonderen 
Fälle anwendbar ist und zur einfachsten Art der Construction führt. 

Die zweite Reihe der reinen Aufgaben über Kreisberührung, 
welche dadurch ausgezeichnet ist, dass kein l.ierflhrangsptinkt gegeben 
ist, wird durch die F.igen schalt der f'otetizialität der Kreise aufgelöst. 
So gross nun auch die Mannigfaltigkeit dieser Aufgaben ist {64 — 67), 
nicht nur weil auch hier Punkte uud gerade Linien die Stelle von 
Kreisen einnehmen können, sondern auch weil die Zahl der mögliche:) 
'.[ienlhriüii^kreiic auf acht steigt Jji. Sj. c), so liefert, doch tue Eigen- 
schaft der I'oteuiialilät (S, 35) eine allgemeine, auf alle einzelnen Falle 
anwendbare Regel der Construction 'des Ijerüiiniiigskieises. Diese Re- 
gel zerfallt in folgende Abtbeilungen: 

a) Man zeichne denjenigen gemeinschaftlichen Aehnlkkkeit-stiah: 
aß (Fig. 56), welcher durch die äusseren Aehnlichkeitspunkte derjenigen 
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Kreispaare geht, die eine gleichartige Berührung erleiden, und durch die 
inneren Aehnlichkeitspuakle derjenigen Kreisp;;iire, weil he ungleichartig 
berührt werden sollen. 

h) Man suche ferner den gfmcinschaf'iichen Potcnzpunkt F der drei 
gegebenen Kreide juiiielsi zweier Potenzlinien. 

c) Sind diese Vorarbeiten geschehen, so bieten sieh drei vcrsehie- 
dene "Wege zur Bestimmung des gesuchten Berührungskreises dat. 

«) Man bestimme in den gegebene» drei Kreisen A, B, C die 
Pole A', B', C des gemeinschaft liehe u Aohitiichkeits.-irahl-i aß und ver- 
binde den Potenzpunkt P mit diesen Polen A', B', C, so weiden die 
Verbindungslinien auf dun Kreislinien A, B, C die Berührungspunkte der 
zwei Berührungskreise liefern , welche zu dem Aehulichkeitsstrahl aß 
gelieren (§. 85, d). 

ff) Maa construire aus P als Mittelpunkt den gemeinschaftlichen 
rechtwinkligen Schnittkreis P der drei gegebenen Kreise, zeichne sodann 
denjenigen Kreis «', welcher eben diesen Kreis P, die Sekante M N, 
welche derselbe mit dein gegebenen Kreis A gemeinschaftlich hat, und dea 
gemeinschaftlichen Aehidichkeiissuahl aß rechtwinklig sehneidet, so be- 
zeichnet dieser Kreis «' auf dem gegebenen Kreis A die Berührungs- 
pnnkte t, t der zu dem Aehnliehkeitsstrahl riß gehörigen Berührungs- 
kreiso J und 3'. Ebenso findet man die Berührungspunkte dieser Be- 
riihrungslucise auf den anderen Kreiseu B und C (§. 85. e). 

y) Man construire einen Kreis, welcher mit dem gemeinschaftlichen 
Potenzpunkt P den gemeinschaftlichen Aelinlicltkeitssti'.ihl "ß zar l'otenz- 
iinie hat, und zugleich auch einen der gegebenen Kreise, etwa A, be- 
rührt {Aufg. 62) , so wird dieser Kreis auch die zwei anderen Kreise 
B und C berühren. 

Obgleich diese Regel auf alle besonderen Fälle (64—67) unbe- 
schränkte Anwendung hat, so sieht man doch, auch in "Werken über 
neuere Geometrie, vergebens ihre Durchfakrtirig in den ejn/cbien [■'"dien. 
Aus diesem Grunde, und weil allerdings, wenn man mit der Anschau- 
ungsweise der neueren Geometrie nicht vertraut ist, Schwierigkeiten 
sich darzubieten scheinen, ist es uöthig, noch einige Bemerkungen in 
dieser Beü-ieliiLii:: liia/a/aiügca, 

"Wenn unter den gegebenen Kreisen wenigstens zwei von endlicher 
Dimension sind, so kann die Anwendung der allgemeinen Regel keine 
Schwierigkeiten darbieten; diese kennen sich vielmehr erst da einstel- 
len, wo unter den gegebenen Stücken zwei oder gar drei Kreise von 
extremer Dimension sich befinden. Recht verstanden verwandelt sich 
übrigens die Schwierigkeit in eine Vereinfachung und Erleichterung der 
Ccüstniction. Diess wird aus Eolgendem erhellen. 

Haben zwei Kreise B und C die Gestalt von Punkten (66, c), 
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so fallen alle vier gemeinschaftlichen Aennüelikeil.-^tndüc:] in einer und 
derselben Richtung BC zusammen (§.78, c), und die senkrechte Halbi- 
rungslinie der Strecke BC ist die Poien/linie zwischen B und C. Man 
wird also mit Leichtigkeit noch eine zweite Potenzlinie und damit den 
Potenzpunkt P construiren, und im Uebrigen auf einem der "Wege a, 
ß, f den Bertiliru n^skreis bestimmen. 

Sind zwei gegebene Kreise unendlich gross, (66, a) und daher ihre 
Bügen im endliche» R;iu:n durch gerade Linien MN, RS gegeben, so ist 
der Convergcwijunkt Q dieser Richtungen der gemeinschaftliche Poi.cn*- 
punkt (§. 83, d), und von den Halbirungslinien der Winkel MQB und 
NQR ist die eine die Potenzlinie, die andere ein AehnlichkcUssirahl 
zwischen den unendlich grossen Kreisen MN und ES. *) Vier Aehn- 
Ii(:ld;ei;s;Hiid,ie und daher auch vier Aehnlichkeilsstrahlen können nach 
54, c gezeichnet werden, und man wird keine Schwierigkeit haben, den 
gcsi.ichi.cn Beriihrungskrcis auf einem der Wege «, ß, y zu bestimmen. 

Sind eine Gerade MN und zwei Punkte B und C gegeben (67, c), 
so ist die Richtimg BC der einzige gcmeiiisclianüclie AeliiLliehkeits- 
strahl, der existirt. Der Punkt P, in welchem die Gerade MN von der 
senkrechten Ualbiniiiiisünie der Strecke BC getroffen wird, ist der ge- 
meiiiscliatilieke Poteiutpunkt P, ein aus P mit PC beschriebener Kreis 
ist der gemeinschaftliche rechtwinklige SchniKkreis der drei gegebenen 
Kreise MN r , B und C, die Gerade .MN ist die gekirnte, welche dieser 
Kreis mit dein unendlich grossen Kreis MX gcmeinseluit'ttidi hat. Con- 
strnirt man also nach der Regel ß einen Kreis, welcher die Richtungen 
MN, BC und den Kreis P rechtwinklig schneidet, so bestimmt er auf 
MN die Berührungspunkte der zwei zu dem Aehnlichkeitsstrahl BC 
gehörenden Beriilnnngskrei-e. Die Regel , t ist in diesem Falle nicht; an- 
wendbar. 

Sind zwei Geraden MN und ES und ein Punkt C gegeben (67, b), 
SO ist der Convergenzpnnkt 1' der Richtungen MN und RS der gemein- 
schaftliche Polenspuukt der drei Kreise MN, RS und C, Ein aus P 
mit PC beschriebener Kreis ist ihr gemeinschaftlicher reeLlwinkliger 
Schnittkreis; die Ilalbiiungslinie VW desjenigen Winkels MPE, in 
welchem der gegebene Punkt C nicht liegt, ist ein Achnlicliki.'itsstralil 
zwischen den Kreisen MN und ES, die Gerade C T, welche mit VW 
parallel gezogen wird, ist also der einzige ^'meiiisciini'Ll.iche Aehnlich- 

*> Ersteres ist in §, 83, e ausgesprochen , letzteres ist in §. 78, w» man 
es suchen kiinntc, nicht ai:.-ilnidJic!] bemerkt worden, man wird jeduch leicht 
euch die Wahrheit der Sache einsehen, wenn man die Eigenschaft der Achn- 
lielikcitssiraliieii in Erwägung tiehl, dass jeder solche Strahl die iwei Kreis- 
linien unter gleichen Winkeln schneidet. 
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keitsstrahl, der in dem vorliegenden Falle existirt; die Gerade MK 
ist zugleich auch die Sekante , welche der Kreis P mit dem unendlich 
grossen Kreis MN gemeinschaftlich lial. Construirt man also nach der 
Kegel ß einen Kreis, welcher die Richtungen MN und CT und den 
Kreis P rechtwinklig schneidet, so bezeichnet er auf MX die Berüh- 
rung.- punkte der zwei zum Aehnlichkcils strahl CT gehörigen Berührungs- 
kreisc. Die Regel » ist in diesem Falle nicht anwendbar. 

Sind alle drei Kreise durch Gerade ersetzt, so sind die Halbirungs- 
liniea ihrer Winkel die Potenzlinicn zwischen den Kreispaaren , ihr 
Cenvergenzpunkt P ist der gemei s is !:h;il'r.l E r hc I'oteuzpunkt , welcher aber 
in diesem Fall mit dem Mittelpunkt des lien'llirungskrcises selbst zusam- 
men fallt. Man erhält vier Berühruugskrcise, weil jede zwei gegebeiu; 
Riditumjeu zwei Winkel mit einander machen, und daher zu zwei Hai- 
birungslinien führen, deren jede als l'utcuilinli; büiriicUct werden kann. 

Sind alle drei Kreise durch Punkte A, B, C ersetzt, so sind die senk- 
rechten Halbi rmigsli nie d der zwischen ihnen liegenden Strecken die drei 
Poi.enzlinien, die im gemeinschaftlichen Poten/punkt 1.' eouvergiren, der 
aus P mit PA beschriebene Kreis ist der gemeinschaftliche Potenz kreis, 
welcher aber mit dem gesuchten Beruh rungskreis zusammen fällt. 

Die unreinen Aufgaben über Kreisbe rühr ung 68 und 69 
werden folgem.iei-maassen auf die reinen zurückgeführt. Man zeichnet einen 
Ilillskicis i, welcher die Kreise A und B rechtwinklig schneidet, und 
construirt sodann einen Kreis, welcher mit dem Hilfskreis i die Cen- 
trale AB zur Potenzlinie hat, zugleich aber den gegebenen Kreis J 
berührt (l.i'i} , sn wird derselbe die Kreise A und B rechtwinklig schneiden 
und also der Aufgabe geniigen. Diese Kegel der Üonstrucüoi) ist in al- 
len Fallen anwendbar, wenn auch Punkte und gerade Linien die Stelle 
von Kreisen einnehmen. 

Die unreinen Aufgaben über Kreisberührung 70 können ebenfalls auf 
die reinen zurückgeführt werden. Zeichnet man nämlich in 70, a statt der 
gegebenen MN einen llilfskreis C :Vig. 123), der dem gegebenen Kreis B 
gleich ist und so liegt, dass die Entfernung HC der Mittelpunkte von MN 
senkrecht halbirt wird, so wird ein Kreis, der die Kreise B, C und A 
berührt, mit seinem Mittelpunkt auf MN liegen, und also der Aufgabe 
genügen. In 70, b wird man für MN eine Richtung VW setzen, die so 
liegt, dass der Winkel zwischen RS und VW durch MN halbirt wird, 
in 70, d und c wird man statt MN einen Punkt D von solcher Lage 
wühlen, dass CD durch MIN" senkrecht Lial birt wird, und aber imUebri- 
gen ähnlich wie in 70, a verfahren. Eine direkte Auflösung dieser Auf- 
gaben enthalten übrigens auch die Figuren 61, a, b und e, in welchen ein 
aus C mit CC, sowie ein aus (5 mit (iß' beschriebener Kreis die zwei 
gegebenen Kreise F' und F" berührt. 
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XVI. Polarität der Kegelschnitte. 

71) Es ist die Curve eines Kegels ciinitts gegeben; man soll 

a) zu einem Punkt 0, der nicht auf der Cum liegt, die Polare 
suchen ; 

b) zu einer Richtung a<x', die den Kegelschnitt nicht berührt, den 
Pul bestimmen ; 

c) zu einem Punkt C der Curve die Polare suchen ; 

d) auf einer Tangente ff' ihren Berührungspunkt bestimmen; 

e) nu einem Punkt A der Sichtung ««' den conjugirten Punkt 

finden ; 

f) zu einem Strahl Au des Vielstrahls A den conjugirten Strahl 
zeichnen. 

72) Man soll den Durchmesser einer ge^elieisou Kegelschnitte urve 
zeichnen, welcher 

a) einer gegebenen Richtung MN conjugirt ist; 

b) mit einer gegebenen Hiebt unjr M_\ parallel ist; 

c) durch einen gegebenen Punkt 0, der nicht auf der Curve liegt, 
geht; 

d) durch einen gegebenen Punkt C der Curve geht. 

73) Man soll eine Tangente an die gegebene Curve eines Kegel- 
schnitts ziehen , welche 

a) durch einen Punkt geht, der nicht auf der Curve liegt; 

b) durch einen Punkt C der Curve geht; 

c) mit einer gegebenen Richtung MN parallel ist; 
dj einer gestobenen Rieliiiiiig MN ounjugirt ist. 

74) In einem Kegelschnitt, dessen Curve gegeben ist, soll man 

a) den Mittelpuukt bestimmen; 

b) die Axeu construiren; 

c) die Brennpunkte finden; 

d) die Direktrizeu zeichnen. 



Die Aufgaben 71, a, b über den Kegelschnitt werden wie die 
Aufgaben 50, a, b über den Kreis behandelt; die Aufgaben 71, e, f 
wie 61, a, b. Um die Polare eines Punktes C der Curve zu con- 
struiren, muss man den Pol f einer Sekante CS des Kegelschnitts mit 
C verbinden; und um den Berührungspunkt einer Tangente n' zu fin- 
den, muss man die Polare C(S zu irgend einem Punkt y derselben 
zeichnen, so wird sie den Berührungspunkt C auf ff* bestimmen. 

Der Durchmesset- eines Kegelschnitts, welcher einer gegebenen Bich- 



. ebene < 



21 



/Google 



tutig MN conjugirt ist, halbirt zwei mit MN paraliel gezogene Sehnen, 
und durch die Mitte dieses Durchmessers geht der andere mit MN pa- 
rallele Durchmesser. 

Halbirt man die zwei Sehnen, welche mit der Polare eines Punk- 
tes parallel gehen durch eine Gerade, so ist sie der Durchmesser, 
welcher durch geht , und diess ist sie auch dann noch , wenn O 
auf der Curve selbst liegt. 

Die Polare eines gegebenen Punktes O bezeichnet auf der Cntve 
auch die Berührungspunkte der von aus au die Curve gezogenen 
Tangenten, und wenn der Punkt C auf der Curve selbst Hegt, so ist 
die Polare dieses Punktes, welche nach 71, c gezeichnet wird, die ge- 
suchte Tangente. Wenn eine Richtung MN gegeben ist, so bestinjmt 
der Durehmesser, welcher der Richtung MN conjugirt ist, die Berflh- 
.rung-punktc der mit "MN parallelen Tangenten, und der mit MN paral- 
lele Durchmesser bezeichnet die lkrührur:gspiii;Uc der Taugenten, wel- 
che der Richtung MN conjugirt sind. 

■ Der Mittelpunkt des Kegelschnitts wird durch zwei Durchmesser, 
die Axen werden durch einen Hilfskreis bestimmt, welcher aus dem 
Mittelpunkt des Kegelschnitts beschrieben wird, und die Curve des- 
selben in vier Punkten 0,(5.0.2) schneidet; die IJalbiningslinien von < 
COD und < COS geben nämlich die Dichtungen der zwei Axen. Die 
Brennpunkte werden durch einen Kreis gefunden, den man Über der 
llauplaxc A*3l als Durchmesser eonsl.ruirt. Wenn man nämlich in die- 
Ben Kreis einen rechten "Winkel als 1'cnpheiiev.inkel so zeichnet, dass 
der Kegel sei mit] von einem Schenkel desselben berührt wird, so geht 
der andere Schenkel durch den Brennpunkt §. 131, Die Polaren der 
Brennpunkte sind die Dircktrixeii des Kegelschnitts. 

XV11. Constructlon der Kegelschnitte. 

Die bedeutendste Frucht der neueren Geometrie ist das Licht, 
welches sie in die Lehre von den Kegelschnitten gebracht hat. Diess 
beurkundet sich von seiner praktischen Seite in der Behandlung der 
Aufgaben Aber diesen Gegenstand. Um diess zu zeigen, mag daher 
liier der Versuch gemacht werden, die Aufgaben über die Consuuciiun 
der Kegelschnitte auf eine möglichst vollständige und erschöpfende 
Weise zu behandeln. ") 

s ) Die grosse Zahl dieser Aufgaben ergibt sich , wenn man bemerkt, ilass 
die 14ParU"alaufgabcn zu jeder der ll;ni|>Liiuli;;ilK;ii gelieren, deren im Folgenden 
62 allgemeine, 3 über die Ellipse, 16 über die Hyperbel, 15 über die Parabel, 
also im Ganzen 9(i angeführt sind. Die Zahl der Paiiialaufgabeii ist also 
14.96 = 1344. 
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Zur besseren Uebcrsieht schien es zweckdienlich, diese Aufgaben i:i 
vier Abschnitt« abzutheilen, je nachdem unter den gegebenen Stücken: 
Elemente des Brennpunktes, des Centrums , einet andern Punktes 
in der Ebene des Kegelschnitts, oder lauter Elemente des Umlaufes 
sieh befinden. Es schliefst übrigen- die Aufgabe ..einen Kegel icbt.it: 
zu construiren, nenn derselbe durch die erforderliche Zahl von liestim- 
muugsitückeji gegeben ist,' : eine Reibe von l.'artiahmigaben ein, welche 
hier eiu för alle Mal aufgeführt weiden sollen, nämlich; 

1*) Die Punkte des Kegelschnitts zu bestimmen, welche auf einer 
gegebenen Richtung liegen : 

a) auf der Richtung eines Brennsirahls; 

b) auf der Richtung eines Durchmessers ; 

c) auf der Richtung einer Geraden, welche durch einen gegebenen 
Punkt C des Uml'anges geht; 

d) auf einer ganz beliebigen Richtung 31 X in der Ebene des Kegel- 
schnitts, welche durcli keiuen gegebenen oder bekannten Punkt 
geht. 

2') Die Tangenten des Kegelschnitts zu bestimmen, Welche durcli 
einen gegebenen Punkt gehen: 

a) durch einen Punkt C des Umfangcs ; 

h) durch einen Punkt P ausserhalb des Kegelschnitts im endlichen Raum: 

e) durch einen Punkt ira unendlichen Raum. Dieser Punkt des unend- 
lichen Raumes ist durch eine Richtung I\I IS" gegeben , und die Auf- 
gabe wird daher gesvültulich su ^ei'ai-f , öass mau sagt: eine Tan- 
gente zu construiren, welche mit einer gegebenen Richtung MN 
parallel sei. 

3') Zu einem gegebenen Punkt P seine Polare, und zu einer gegebe- 
nen Richtung rtß ihren Pol zu finden: und was hiermit zusammenhängt, 
'auf einer gegebenen Richtung ».':} m einem gegebenen Punkt P den conjugir- 
ten Punkt, und durch einen gegebenen Punkt eine Richtung zu zie- 
hen, die einer andern umgebenen Richtung '•':"■' cenjugirt sei. 

1') Einen Durchmesser des Kegei Schnitts zu zeichnen , welcher 

a) durch einen gegebenen Punkt P gehe; 

b) mit einer gegebenen Richtung MN parallel laufe: 

c) einer gegebenen Richtung conjugirt sei. 

5*) Den Mittelpunkt des Kegelschnitts zn bestimmen. 

6") Die Axen des Kegelschnitts zu construiren. 

7") Die Brennpunkte und Direktiven des Kegelschnitts zu suchen» 
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A. FocalconstruJttion der Keget^-hmu?.. 

75) Gegeben: die zwei Brennpunkte F' und F" und 

a) die Länge a der Hauptaxe; 

b) die Direktrize "y, 

c) ein Punkt C auf der Curve, vorausgesetzt, dass bekannt ist, zu 
welcher Art der Kegelschnitt gebore; 

d) eine Tangente MN. 

Man wird leicht die Scheitel A und 51 der Axe, zwei Leitkreise 
mit ihrer Potenzlinie und ihrem /ogchmigen Aehnlichkeitspunkt 0' 
construiren, und damit hat man Alles, um die im VI. Buch ausführ- 
lich behandelten Constroktionsmelbüden nnwc-nclen zu können, so dass 
nur noch zu zeigen übrig bleibt, wie die I'avtialanfgabeu 1" — 7* sich 
gestalten. 

Will man die Collinealion des Kegelschnitts mit seinem I.eitkreis 
nicht benutzen, so wird man die Punkte der Curve besiinimen, weiche 
auf einer beliebigen Richtung MN liegen, indem man nach Auf«. 70 
die Kr/eugungskreise. d. h. die üerührutigskreise der Leitkreise F' und 
F" aufsucht, deren Mittelpunkte auf der Richtung MN liegen. — 
Man wird die Tangenten construiren. welche durch einen gegebenen 
Punkt P gehen, indem man Aber PF" und A% als Durchmesser zwei 
Ki eise beschreibt , die sich in D und 3) sehneiden und l'D und PS 
zieht (vgl. g. 93). Wenn der Punkt P unendlich weit entfernt ist 
lind die Tangente mit MX parallel «eben soll, so wird man doch noch 
dieselbe Regel in Anwendung bringen können, wenn man bemerkt, 
dass der unendlich grosse Kreis über PF" durch die Gerade dargestellt 
wird, welche durch F" geht und auf MS senkrecht steht, und dass 
also durch die Schnittpunkte D und S> dieser Geraden mit dem Kreis 
AQl Parallellinien mit MN zu ziehen sind. Die Tangente, welche 
durch einen Punkte des Umfangcs geht, ist eine der Ilalbirnngslinien 
des Winkels der Strahlen F'C und F"C. Pol und Polaren können nach 
der Regel der Aufg. 71 bestimmt werden, weil nach Obigem auf jeder 
beliebigen Richtung die Punkte der Curve gefunden werden können. 
Die Parti a laufgaben 5" — 7* bedürfen keiner Erläuterung, 

Eine zweite Methode, die Parüalanigaben zu losen, bietet die Colli- 
ncalion des Kegelschnitts mit dem Leitkreis, und leistet namentlich für 
ilie l'aitbdiiidbiben 1' eetscbicdcnc Yoitheilc (=;■ 'i'i). Die ('oüineatioiis- 
merhode ist aber auch auf die übrigen Part ial aufgaben anwendbar. Soll 
z. ß. zu einer gegebenen Richtung MX der Pol im Kegelschnitt aufgesucht 
werden, so suche man zu der Richtung MN nach Aufg. 33, b oder 34, c 
die homologe Richtung M'V im Skiern de.-Leilkri.'ises, bestimme sodann in 
diesem Kreis den Pol 0' von M'N' und suche jetzt wieder den homologen 
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Punkt im Kegel schnitt auf, so ist der gesuchte Pol der Richtung MN 

am Kegelschnitt i§. 120). Auf dieselbe Weise werden alle andere Partial- 
aufgaben behandelt. 

7G) Gegeben: ein Brennpunkt F", die zugehörige Direktrize ay und 
s.) die LSngc a der Hauptase; 

b) die zweite Direktrize u'y'; 

c) ein Punkt C der Cnrve; 
A) eine Tangente MN. 

Man wird, gestützt auf g. !1I) , diese Aufgaben leicht auf 75 zurück- 
führen. 

77) Gegeben: ein Brennpunkt F", die Richtung Aül der Axe, und 

a) zwei Punkte C und D der Curvo; 

b) ein Punkt C der Cnrve und eine Tangente RS ; 

c) zwei Tangenten MN und RS. 

Beschreibe man in 77, a aus C und D zwei Kreise, welche durch F" 
gehen, und zieht durch ihren äusseren Aehulichkeitspunkt die Senk- 
rechte «?' auf die Axenricbtung A'll, so ist die Aufgabe auf Tti zurück- 
geführt, indem der Kegelschnitt, wckhiu- zu dem Rnmnpmikt ¥" und der 
Riclitu tuten "■;> als der zugehörigen Direktrice nmstniin wird, der Auf- 
gabe gemistt IS- S7}. Mau kieinto auch sogleich den anderen Brennpunkt F" 
finden, denn dieser ist der Mittelpunkt eines Kreises, der aus einem Punkt 
der Richtung A2( beschrieben wird und die Kreise C und D gleichartig 
berührt (Au fg. 70. a). Auf ähnliehe Art werden auch die zwei folgenden 
Aufgaben b und c behandelt. Nimmt man nämlich den Punkt D' so dass 
F"D' durch RS senkrecht halbirt wird, so liefert ein Kreis, welcher durch 
D' geht, den Kreis VF" berührt und dessen Mittelpunkt auf der Richtung 
A 31 liegt, den andern Brennpunkt F" des Kegelschnitts. Sind endlich 
zwei Tangenten MN und RS gegeben, so werden C und D' auf gleiche 
Weise wie der Punkt D' in der vorausgehenden Aufgabe bestimmt, und 
die »t! uli rechte lialbining-.Iiuie der Strecke CD' bestimmt auf der Richtung 
A-il den Brennpunkt F". 

78) Gegeben: ein Brennpunkt F" und 

a) drei Punkte C, D, E der Curve; 

b) zwei Punkte C, D und eine Tangente VW ; 

c) ein Punkt C und zwei Tangenten RS, VW; 

d) drei Tangenten MN, RS und VW. 

Diese Aufgaben werden ähnlich wie diejenigen von 77 auf 76 
reduzirf. Die äussere Aehniieblicifsaxe der drei aus 0, D und E beschrie- 
benen und durch den Punkt F" gciiemieu Kreise hai die KigeuschaC. tlass 
sie als -Direktrize mit dem Brennpunkt F" einen Kegelschnitt bestimmt, 
welcher der Aufgabe genügt. Auch liefert der gleichartige llerüliriuets- 
kreis der Kreise C, D, E den andern Brennpunkt F' des Kegel Schnittes. Die 
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Tangenten der folgen den drei Aufwallen werden wie ia der -Aufgabe 77 
zur Bestimmung der Punkte C, D' und F-', dtiTcb. «eiche der T.citkTCIs F* 
geht, benutzt. 

70) Gegeben: ilii; Direkfrke « y und 

11) die Punkte C, D, K der Curve; 

b) zwei Punkte C, D der Curve und die Riehtun« A31 der Hauptaxe. 
Sucht man nach Aufg. 27 denjenigen Punkt F", welcher gegen die 
Punkte C, D, K eine selche Lage hat. dass seine Entfernungen von diesen 
Punkten sieb zu einander verhalten, wie die Entfernungen der Punkte 
C, D, R von der Direktrisse t*j-, so ist diess der zu ay gehörige Brenn- 
punkt des Kegelschnitts (§. 00. a). Wenn die Axenrkhtuug X% gegeben 
ist, so vereinfacht sieh die Aufgabe. Sucht man nämlich zu dem Schnitt- 
punkt u' der Richtungen CD und tl y den andern Punkt d der harmonischen 
Trennung der Punkte C und D, so bezeichnet der Über d<S als Durch- 
messer constiub le Kreis auf A% den Brennpunkt F" des Kegelschnitts. In 
beiden lallen sind also die Aufgaben auf 7j reduzirt. 

B. Centrüt-coiisIriMion tkr Kcf/cLch-nütr. 

80) Gegeben; die Richtungen zweier Paare eonjugirter Durch- 
messer CD, SD ; EP, 68 und 

a) ein Punkt G der Curve; 

b) eine Tangente M.N des Kegelschnitts. 

Weil die conjugirten Dun.hmesser eine Involution bilden, so kann 
nach Aufg. 20 zu jeder Richtung GH, eines weiteren Durehmessers, und 
überhaupt zu jeder Richtung MN, wen« GII || MN gebogen wird, die 
Richtung des conjugirien Durchmessers gefunden werden. Auch liefern 
die Normal strahlen des involutorisehen Viclitrahls des Mittelpunkts O 
die zwei Axenrichtungen AB und *JIS. Auch kann vermöge dieses 
Involutionsgcsetzes die zweite Aufgabe 80, b auf 80, a zurückgeführt 
werden, da der Durchmesser, welcher der Richtung MN conjugin ist, 
auf derselben den Berührungspunkt bestimmt. 

Auf jeder durch den gegebenen Punkt G gehenden Richtung kann 
man den andern Schnittpunkt II mit der Curve. leicht bestimmen, wenn 
man die Richtung des zu GH conjugirteu Durchmessers (§£ sucht und 
den Punkt II gerade so wählt, dass die Strecke GH durch ©Jj luill.irt 
wird. Auch auf der Ilichfuns eines beb eiligen Du rch mes.se r CD können 
die Scheitelpunkte gefunden werden. Sind nämlich CD und 621, GH und 
@£ zwei Paare conjughter Durchmesser, und zieht man von dem gegebe- 
nen Punkt G aus GJ [| GS), GL |j ©£, so ist GJ eine dem Durehmesser 
CD conjugirte Sehne, und GL eiue dem Durehmesser GII conjugirte 
Richtung , welche den Kegelschnitt in G berührt. Der Punkt L auf CD 
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ist also der Pol der Riehtang GJ (§. 107, a). Das geomet.ri-chc.Mit;!.'! 
zwischen OL und OJ gibt also die Lunge des halben Durchmessers der 
Richtung CD (§. 112. b). Auf diese Weise bestimmt man auch die 
Scheitelpunkte A, B, 5t, 33 der Axen. 

Soll man zu einem Punkt die Polare des Kegelschnitts coustrui- 
cen, so wird man von aus durch zwei schau bekannte Punkte G und J 
zwei Richtungen ziehen, ihre Schnittpunkte H und K auf der Curve nach 
aliiger Regel bestimmen and im Lebrigen wie in Aufg. 71. a verfahren. 
Kann man aber die Polare eines Punktes finden, so lehrt 71, b wie der Pol 
zu einer gegebenen Richtung M\ bestimmt wird. Und nun ist mau auch. 
im Stande, auf jeder li die. lagen Richtung MN zwei Paare coiijugirtcr 
Funkte aufzusuchen , und die Hauptpunkte der durch sie bestimmten 
Involution liefern ihn: Sclmitlpunkle mit der Curve. Ebenso kann man, 
wenn ein Punkt gegeben ist, zwei Paare der in ihm cinnugirfen lüeh- 
lungen linden und die llauplsiralden der durch «in bestimmten Involution 
liefern die von aus an die Curve gezogenen Tangenten. Die Brenn- 
punkte des Kegelschnitts können nach der Aufg. 7-J.c bestimmt werden. 
81) Gegeben: die Richtungen eines Paares conjugirter Durchmesser 
CD, (BD und 

a) zwei Punkte E, F der Curve ; 

I)} die Länge des Durchmessers CD und ein Punkt E der Curve; 

e) die Längen OD und 62) der beiden Durchmesser; 

d) zwei Tangenten MN und RS; 

e) die Länge des Durchmessers CD und eine Tangente MN; 

f) ein Punkt E der Curve und eine Tangente ES. 

Alle diese Aufgaben liwir.cn auf diejenigen von NJ zuiüi.knel'ührt werden. 
Zieht rasm nämlich in Sl a, zwei Durehmesser ef und ef, wovon der eine 
mit EF parallel ist, und der andere die Streeke EF hulbirt, so hat 
man ein weiteres Paar conjugirter Durchmesser. Ebenso werden auch 
die Aufgaben 81 . b und c behandelt. Sind aber zwei Tangenten MN 
und BS gegeben, welche in einem Punkt P convergiren, so zieht man 
durch P die Richtung des Durchmessers PQ, und bestimmt die Rieh-- 
Hing PO so, dass die Richtungen MN und RS durch PQ und PO 
harmauisch getrennt werden, alsdann sind auch PQ. und PO conjugirte 
Richtungen , wenn man also durch den Mittelpunkt die Gerade 
pq || PO zieht, so sind auch PQ und pq_ die Richtungen eines zwei- 
ten Paares conjugirter Durchmesser. Die Aufgabe 81, e kann auf 81, a 
zurückgeführt werden. Sticht man nämlich zum Schnittpunkt T der 
Richtungen CD und MN denjenigen Punkt S, weicher mit T die ge- 
gebenen Punkte C und D harmonisch trennt, und zieht sodann <E || (IS, 
so wird dadurch auf der Tangente MN ein zweiter Punkt E der Curve 
bestimmt. In der Aufgabe 81, t endlich wird man leicht zum gegebenen 
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Punkt E noch drei andere Punkte bestimmen; einer derselben, F, steht 
ihm diametral gccem'üicr. zwei andere, G und H, liegen so, dass die 
Strecken EG und EH durch die gegebenen Richtungen CD und <£D 
der ennjuglrien Durchmesser h.VIbirt. werden. Es sind somit vier Punkte 
E, F, G, H der Curve und die Richtung einer TauE-er.te CS bekannt. 
Jeder der Hauptpunkte der Involution, welche durch die Seiten des 
Vierecks EFGH auf RS bestimmt wird, ist ein fünfter Punkt der Curve 
§. 114, c. Diese Aufgabe ISsst also zwei Auflösungen zu. 

82) Gegeben: die Axc AB der Richtung und Grösse nach und 

a) ein Punkt C der Curve; 

b) eine Tangente MN; 

c) die Grösse der zweiten Axc. 

Weil die zweite Axe 31-93 der ersten conjugirt ist und auf ihr senk- 
recht Steht, so sind (linst; Aukuben auf 81 zo rück zu führen. 

83) Gegeben: der Mittelpunkt O und 

a) drei Punkte C, D, E der Curve; 

b) zwei Punkte C, D und eine Tangente VW; 
e) ein Punkt C und zwei Tangenten RS, VW; 

d) drei Tangenten MN, RS, VW. 

Die Aufgabe a wird auf 80, a zurückgeführt, indem man zu zwei 
Strecken CD und DE wie in 81, a je den parallelen und conjtigirtcn 
Durc biliöser cd, Co; de, Öe consliuirt; die Aufgabe h wird auf 81 f 
zurüclifK' führt, wenn man zur Strecke CD, den parallelen und conju- 
girten Durchmesser sucht; die Aufgabe c ebenfalls auf 81, f, wenn 
man an den Convergenzpunkt P der gegebenen Tangente die Richtung 
OP eines Durchmesser zieht, zu PR, PO und PV den vierten harmo- 
nischen Strahl PO sucht und Op;|PD zieht, indem jetzt OP und Op 
zwei conjugirte Durchmesser sind; endlich die Aufgabe d aui 80, b, 
wenn man auf die ebnibezelehiiete Wci.se zwei Paare con jubilier Durch- 

84) Gegeben: ein Durchmesser CD der Richtung und Grösse nach 
und 

a) zwei Punkte E und F der Curve; 

b) zwei Tangenten MN und RS; 

c) ein Punkt E der Curve und eine Tangente RS. 

Man wird leicht sehen, dass diese Aufgaben wesentlich identisch 
sind mit 83, a, b, c. 

C. Polarcomlruclion der Kegelschnitte. 

Die Centralconstruktion der Kegelschnitte ist ein besonderer Fall 
einer anderen allgemeinen Construktion, welche ihr wesentliches Merkmal 
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darin hat, dass unter den gegebenen Besfimmungsstückcn solche Ele- 
mente des Kegelschnitts sich befinden, die nicht der Curve angehören, 
die aber nichtsdestoweniger zur Bestimmung des Kegelschnitts dienen 
können. Diese .i^genselnift kommt ihnen zu, wenn es homologe Kle- 
mente der Polarität des Kegelschnitt sind. Ist der Mittelpunkt des 
Kegelschnitts gegeben, so ist derselbe nicht, wie es scheinen konnte, ein 
einfaches Element, denn der Mittelpunkt ist der Pol einer unendlich 
entfernten Geraden, welche stets als bekannt betrachtet werden mnss; 
durch den Mittelpunkt ist also in der Thal ein Pol mit seiner Polaren 
gegeben. Ist ausserdem noch ein Paar cotiju girier Durchmesser gege- 
ben , so bilden sie mit der Geraden des unendlichen Raumes ein 
Polardreieck, welches somit als gegeben zu betrachten ist. Durch zwei 
Paare in einem Punkt conjugirter Richtungen sind eigentlich zwei 
Tangenten des Kegelschnitts ircgebeii. Die folgende I'olavconstrukiion 
des Kegelschnitts wirft also nicht bloss das wahre Liebt auf die Cen- 
tralconstruktion, sondern sie liefert auch die wahren Aufgaben über 
die Polarität der Kegelschnitte, denn diejenigen Aufgaben, welche in 
der XVI. Abtheilung aufgeführt sind, sind insofern u neigen fliehe zu nen- 
nen, weil dort die ganze Curve, also unendlich viele und darum überflüssige 
liestimmunüsstüeke gegeben sind. Die folgenden Aufgaben sind daher für 
das Studium der Kegelschnitte \\m grosser "Wichtigkeit und müssen be- 
sonders demjenigen empfehlen werden, der eine tiefere Einsicht wünscht. 
85) Gegeben: ein Polardreieck QQ'Q" und 

a) auf der Richtung einer seiner Seiten zwei conjugirte Punkte 
j- und-/ und ein Punkt C der Curve; 

b) auf der Richtung einer seiner Seiten zwei conjugirte Punkte 
Y und i' und eine Tangente MN; 

e) zwei Punkte C und D des ümfangee; 

d) ein Punkt C und eiue Tangente RS; 

e) zwei Taugenten MN und RS. 

Die Aufgaben a und b sind wesentlich mit c und e identisch; 
denn die Punkte y und)-' bilden mit den Punkten Q und Q', mit wel- 
chen sie in einer Richtung liegen, zwei Paare conjugirter Punkte, 
welche die Hauptpunkte der Involution der conjugirten Punkte dieser 
Richtung, und also die Punkte, in welchen diese Richtung die Curve 
schneidet, bestimmen, so wie andererseits die Haupts trahlen der Invo- 
lution Q", QQ'rr' die in dem Puukt Q" convergir enden Tangenten 
bestimmen. Die Aufgaben a und b haben nur dadurch einen allge- 
meineren Charakter als c und e, dass die Punkte der Curve und die 
Tangenten, welche sie implicite in »ich sehliessen, auch imaginär sein 
können. Ist nun noch ein Punkt C der Curve gegeben, so kann so- 
gleich ein in den Kegelschnitt iebesehriebeues Viereck CDEF, zu 
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welchem das Polard ieieeii gehört, gezeichnet werden, wenn man sich 
erinnert, dass im Polardrcieck jedes Eck der Pol seiner Gegenseite 
ist und die Eigenschaft, wonach zwei homologe Punkte der Curve 
durch den Pol und die Polare harmonisch getrennt werden, (§.100) 
in Anwendung bringt. Aber auch jeder andere Punkt, der auf einer 
durch C gehenden Riehung liegt, kann nach eben dieser Hegel ge- 
funden werden, wenn man nur zu dem Punkt r, in welchem sie 
die Seite QQ' schneidet, den conjugirten Punkt a' der. bekannten 
Involution der Richtung QQ' sucht und dadurch ein zweites Polar- 
dreieck Q"ß«' zeichnet. Hiermit ist aber die Aufgabe S5, a gewisser- 
maßen auf 71 zurückgefflhrt. Soll z. B. zu irgend einem gegebenen 
Punkt P seine Polare ßf>' bestimmt werden, so darf man nur nach 
den bekannten Punkten C, E der Richtung gleichen Namens von P 
aus zwei Richtungen ziehen und auf ihnen die Punkte G und H der 
Curve suchen , so liefern die Cünvergen/pnnkle P, P' und P" der 
Gegenseiten de.; vollständigen in beschriebe neu Vierecks CGEH ein 
weiteres Polardreieck, in welchem P'P" die Polare des Punktes P ist. 
Soll zu einer gegebenen Richtung M>~ der Pol gefunden werden, 
Bo weiss man, dass derselbe durch die Polaren zweier ihrer Punkte 
p, r bestimmt ist; diese Polaren bestimmen zugleich auf MN zwei 
andere Punkte ß', y , welche den ersteien conjugirt sind, und die 
Hauptpunkte dieser Involution liefern die zwei Punkte, in welchen 
die Richtung MN die Curve schneiden wird, wenn diess überhaupt 
der Fall ist. Ebenso liefern die Hanptstnthlen der Involution zweier 
in einem Punkt P convergirender und conjuginer Strahlen die zwei 
in P convergirendcii Tangenten des Kegelschnitts. Es bleibt noch übrig, 
den Mittelpunkt, die Axe und die Brennpunkte zu, bestimmen. Der 
Durchmesser KL, welcher der Seite QQ' conjugirt ist, geht aber 
durch Q" und den Cenlralpunkt L der Involution l)Q'-/y' und kann 
somit sogleich gezeichnet werden. Die Endpunkte der Durchmesser 
können nach der oben angegebenen Regel aber noch einfacher da- 
durch bestimmt werden, dass man die. Punkte S, S', T, T' bemerkt, 
in welchen die Richtung des Durchmessers von den Polaren (Tan- 
genten) der bekannten Endpunkte C und E der Sehne , und von 
den Richtungen der dem Durchmesser KL conjugirten und ebenfalls 
durch C und E gehenden Sehnen geschnitten werden ; die Haupt- 
punkte K, L der Involution S S' T T' sind die Endpunkte des 
gesuchten Durchmessers. Die Mille des Durchmessers K L ist der 
Mittelpunkt, der Durchmesser &£, welcher mit ??' parallel geht, ist 
dem ersteren KL conjugirt, und nun können nach Aufgabe 81 die 
Axen, Brennpunkte etc. bestimmt werden. 

Die Aufgabe 85, 1> wird auf 85, a zurückgeführt , indem man durch 
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den Convergcuzonnkt X der gegebenen Tangente MX mit OQ' und in dent- 
involulorischeii Yielstrah] Q".QQYj'' v.w Q"N den zugeordneten Strahl Q"M 
sucht. Der Strahl Q"M bestimmt auf MN den Berührungspunkt M, 

Die Aufgabe 85; C wird auf 85, a dadurch zurückgeführt, dass man 
die Richtungen CQ und DO zieht, und auf diesen Richtungen vermöge der 
harmonischen Theilung, welche die Sehnen dieser Richtungen, durch den 
Pol Q und diu Polare Q'Q" erfahren, die weiteren Punkte E und F Uer 
Ourve sucht. Die Convcrgeuzputikte "■■"' der Gegenseiten des Vierecks 
CDEF werden auf Q'Q" liegen, und die Punkte a , a', Q', Q" werden die 
Involution der auf Q'Q" liegenden conjugtrten Punkte bestimmen. Die 
Aufgabe 85, d wird auf 85, a dadurch zurückgeführt, dass man zu dem 
gegebenen Punkt C vermittelst des Polavdreiceks QQ'Q" noch drei andere 
Punkte D,E,F auf der Curve bestimmt, und auf der Tangente nun auch ver- 
mittelst der liaii]iij>i.iul;<e derlnvdliviion , welche durch die Seitenrichliiugcn 
des Vierecks CDEF auf ihr bestimmt wird, den Berührungspunkt sucht. 
Weil zwei Hauptpunkte existiren; so hat die Aufgabe zwei Auflegungen, 
in Aufg. e bestimmt mau die Convergeuzpunkte m und r der gegebenen 
Tangenten mit der Richtung Q'Q". sucht den Strahl niSR, welcher mit niM die 
Strahlen mQ und mQ" harmonisch (rennt, und ebenso bestimmt man auch den 
Strahl r3t, der mit rR die Richtungen rQ und rQ" harmonisch trennt, alsdann 
sind miffi und r3l zwei weitere Tangenien th-s Kegelschnittes, welche ein um- 
beschriebeucs Vierseit GÜIK bestimmen, dessen Diagonalen üben falls ein 
Pokirdreicck Q""' liefern, das mit einem Eck in Q und mit einer Seiten- 
richiung ««' auf Q'Q" liegt und auf derselben die Involution an.' Q'Q" 
bestimmt. Hiermit ist die vorliegende Aufgabe auf S3, b zurückgeführt. 

86) Gegeben: ein Punkt Q, die Richtung Q'Q" seiner Polare und 

a) drei Punkte A, B, C der Curve; 

b) zwei Punkte A, B der Curve und eine Tangente VW> 

c) ein Punkt A der Curve und zwei Tangenten RS, VW! 
dj drei Tangenten MN, RS, VW. 

Zieht man in 80, a die Richtungen AQ und BQ, bemerkt ihre Schnitt- 
punkte « und ß mit der Richtung Q'Q", sucht zu A und B die zugeord- 
neten harmonischen Punkte A', B', so convergiren die Gegenseiten des 
Vierecks AB'C'B in zwei Punkten Q' und Q" der gegebenen Richtung 
Q'Q", und bestimmen ein Polardreieck QQ'Q" des Kegelschnitts, in wel- 
chem ausserdem noch zwei Punkte A und C bekannt sind; die Aufgabe 
ist somit auf 85, c reduzirt. Ganz auf diese Weise wird 86, b auf 85, d 
zurückgeführt. Sind aber zwei Tangenten RS und VW gegeben, so wird man 
ebenfalls die Punkte Q und i, in welchen s ie die gegebene Richtung Q'Q" 
schneiden, bemerken, und in dem Vielstrahl ? den Strahl ? R' suchen, wel- 
cher mit ;-R die Strahlen oQ und yQ' harmonisch trennt, und ebenso auch 
den Strahl iV bestimmen, und dadurch ein um beschriebenes Viereck er- 
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hallen, dessen Diagonalen das Polardreieck QQ'Q" liefern. Auf solche 
"Weise werden die Aufgaben 86, c und d auf 85, d und e zurückgeführt. 

87) Gegeben zwei PunkteP, Q und ihre Polaren P'P" undQ'Q" und 

a) ein Punkt C der Curve; 

b) eine Tangente MN. 

Der Convergenzpunkt R der gegebenen Richtungen P'P" und Q'Q" 
ist die Polare der Richtung PQ, man wird also, wie diese in der voraus- 
gehenden Aufgabe 5es.eliciii.:ii i-l , vermöge des Punktes R und seiner Po- 
lare PQ zu noch einen PunktD, und vermöge des Punktes Q und seiner 
Polare Q'Q" zu C noch einen Punkt E auf der Curve bestimmen, damit 
hat mau ausser dem Pole P und seiner Polaren P'P" noch drei Punkte C, 
D, E auf der Curve, und die Aufgabe ist auf 80, a zurückgeführt. Aehn- 
lich wird man auch 87, d auf 8G, d zurückführen. 

D. Peripherische Construction der Kegelschnitte. 

88) Gegeben: fünf Punkte A, B, C, D, E der Curve. 

89) Gegeben: fünf Tangenten a, b, c, d. e. 

Die Aufgabe 88 kann sogleich auf die Polarconstrnetion 85, c zu- 
rückgeführt werden, indem man zu dem gegebeneu inbeschriebenen 
Viereck ABCD das Polardreieck QQ'Q" zeichnet, in dessen Ecken 
die Gegenseiten des Vierecks convergiren , und neben diesem Polardrci- 
eck die Punkte A und E als die gegebenen Stücke betrachtet. Es ge- 
stattet übrigens die Aufgabe eine sehr einfache, direkte Auflösung. Es 
bestimmen nämlich die Dreistrahlen A, CDE und B, CDE zwei con- 
forme Vielstrahlen, deren homologe Strahlenpaare den gesuchten Kegel- 
schnitt erzeugen (§. 103. a). Man kann also nach Aufgabe 13 auf 
jeder, durch A, B oder durch irgend einen der fünf gegebenen Punkte 
gehenden Richtung einen weiteren Punkt des Kegelschnitts, ja vermöge 
Aufgabe 30 die Punkte der Curve finden , welche auf einer beliebigen 
Richtung MN liegen. Man kann auch vermöge 13, b eine Tangente durch 
einen der gegebenen Punkt« etwa durch A ziehen, weil derjenige Strahl 
des Vielstrahls A, welcher dem Strahl BA des Vielstrahls B homolog ist, 
diese Eigenschaft hat. Ueberhaupt kann man mit dem, dass man die 
Punkte des Umfangs nach Belieben zu construiren gelernt hat, zu je- 
dem Punkt seine Polare, zu jeder Richtung ihren Pol, die in einem 
Punkt convergirenden Tangente etc. linden, wie solches im Voraus- 
gehenden schon einigemal gezeigt worden ist. Es bleibt nur noch zu 
sagen übrig, wie man zu den Elementen des Mittelpunktes gelangt. 
Der Convergenzpankt T zweier durch A und B gehender Tangenten mit 
t der Mitte S der Strecke AB verbunden, liefert die Richtung TS eines 
Durehmessers. Zwei solcher Durchmesser führen zum Mittelpunkt 
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cs Kegelschnitts. Hiermit ist aber die Aufgabe 88 auf 83 reduzirt. 
Die Aufgabe 89 kann vermittelst g. 103 , c oder auch gestützt auf 
§. 104, b dadurch auf 88 reduzirt weiden, dass man in dem Fünfeck 
MNOPQ , welches durch die segelenen fünf Kieimriigen bestimmt wird, 
ein Eck M mit dem Oonvergen/punkt S von NP und OQ verbindet, 
indem die Richtung MS auf OP den Berührungspunkt liefert. Ebenso 
findet man die übrigen Berührungspunkte. 

90) Gegeben: vier Punkte A, B , C, D und eine Tangente a, 
welche durch den Punkt A geht. 

Ol) Gegeben: vier Tangenten a, b, c, d und der Berührungs- 
punkt A der Tangente a. 

Consttuirt man die Convergeuzpunkte E und F der Gegenseiten- 
paare AB, CD; AD, BC, so weiss man, dass die Tangente des 
Ecks C mit der Richtung a und mit der Diagonale E F in einem 
Punkt M con vergilt ; auf solche "Weise wird man mit Leichtigkeit alle 
Tangenten der gegebenen Punkte coustruiven (§. 104, c). Da nun aber 
die conformen Vielstrahlen A, DBMC und C, DB AM gegeben sind, 
so liefert jedes Paar weiterer homologer Strahlen einen weiteren Punkt 
des Kegelschnitts. 

Gleich ermaassen wenn MKOP das Viereck ist, welches in Aufgabe 
91 durch die vier gegebenen Tangenten bestimmt wird, so liefert der 
Convergenüpunkt S von UM und PN mit A verbunden eine Richtung, 
welche auf MN den Berührungspunkt C angibt {§. 104, d). Aehnlich fin- 
det man die übrigen Ceri;lirurig.;)iiinkie, auch zeichnet man leicht noch 
beliebige weitere Tangenten durch Verbindung der homolegen Punkte 
der conformen Reihen POAQ und MNQC, wenn Q der Convcrgenz- 
punkt der Seifen MN und PO ist. 

92) Gegeben: vier Punkte A, B, C, D und eine Tangente e, 
welche durch keinen derselben geht. 

93) Gegeben: vier Tangenten a, b, c, d und der Punkt E der 
Curve, welcher auf keiner jener Tangenten liegt. 

Sucht man, gestützt auf §. 114, c, in der Involution, welche durch 
die Gegenseiten des Vierecks ABCD auf der Richtung e bestimmt wird, 
die Hauptpunkte, so kann jeder derselben als der fünfte Punkt der 
Curve betrachtet werden; sucht mau ferner hinsichtlich der Aufgabe 93 
in dem involntorischen Vielstrahl E, dessen Strahlen durch die 6 Ecken 
des von den Richtungen a, b, c, Ü gebildeten Vierscils gehen, die 
Ihniptslrahlen, so kann jeder derselben als fünfte Tangente des Kegel- 
schnitts gebraucht werden (§. 114, f). Die vorliegenden Aufgaben, deren 
jede eine zweifache Auflösung gestattet, sind somit auf 88 und 89 zu- 
rückgeführt. 
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94) Gegeben: drei Punkte A, B, C und 

a) zwei Tangenten a und b, welche beziehungsweise durch die Punkte 
A und B gehen ; 

b) zwei Tangenten a und d, von welchen nur die evstere durch den 
gegebenen Punkt A geht; 

c) zwei Tangenten d, e, von welchen keine durch einen der ge- 
gebenen Punkte geht. 

95] Gegeben: drei Tangenten a, b, c und 

a) zwei Punkte A und B, nämlich die Berührungspunkte der Tan- 
genten A und B ; 
h) zwei Punkte A und D der Curve, von welchen der erste der 

Berührungspunkt der Tangente A ist; 
c) zwei Punkte D und E der Curve, von welchen keiner, mit 
den Berührungspunkten der gegebenen Tangente identisch ist. 
Gonvergiren die gegebenen Tangenten a und b in Aufgabe 94, a 
in einem Punkt T, so ist die ConformitHt der projekti vischen Vielstrah- 
ien A, BCT und B, TCA, welche den Kegelschnitt erzeugen, bestimmt. 
Ganz auf ähnliche Weise wird auch ÖS, a behandelt. Die vier übrigen 
Aufgaben werden vermittelst der Aufgaben 31 und 32, oder vermittelst 
der Collineation gelöst. Sucht man nämlich in 96, c und b zum Dreieck 
ABC, welches durch die drei gegebenen >: kl i Hingen gebildet wird, das- 
jenige nmbescliriebene Viereck MNBS, dessen Gegenseiten in den Ecken 
A,B, C convergiren, und sowohl durch die Seiten des Dreiecks, als 
durch die gegebenen Punkte D und E harmonisch getrennt werden, und 
zieht von einem Eck M diese.s nmbcscliriebüneu Vierecks durch D und E 
zwei Richtungen, so sind dieselben die Tangenten dieser Punkte, und die 
Aufgabe ist auf 89 zurückgeführt. Die Aufgabe gestattet vier Auflösun- 
gen. Für den besondem Fall 95, h existiren bloss zwei Auflösungen. 
Gani ebenso werdeu 94, b und c vermittelst 32 aufgellist. 

Ebenso einfach und für die Zeichnung vielleicht noch bequemer, ist 
die Collineationsmethode. In 91, e zeichnet man einen Kreis, welcher die 
Eichtungen d und e berührt, und der also für deuConvergenzpunktO dieser 
Richtungen als Centrum mit dem gesuchten Kegelschnitt perspektivisch 
liegt §.122. Die Colliiieatioitsstrahlen OA, OB, OC bezeichnen auf der 
Kreislinie die homologen Punkte A', B', C, und die Convergenzpunkte der 
homologen Seiten der Dreiecke ABC und A'B'C liefern die Collineaüons- 
axe. Man wird also mit Leichtigkeit vermöge dieser Collineation belie- 
bige Punkte und Tangenten auf dem gesuchten Kegelschnitt bestimmen. 

Die Aufgabe 95, c wird dadurch der Celiineationsmethode zugäng- 
lich gemacht, dass man eine Kreislinie durch die Punkte D und E legt; 
die llichtuug DE ist die A.xe der Collineation zwischen dem Kreis und dem 
Kegelschnitt^ 1 . 121, und die gegebenen Tangenten bezeichnet! auf' derselben 
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die Punkte ß , ß, y, durch welche auch die homologen Tangenten des 
Kreises gehen. Sind dir leizteum toustniirt, so bilden sie ein Dreieck, 
welches dein der Richtungen a,b,<; homolog ist, auch fahren die Ver- 
bindungslinien der hüirKdogen Kcken /'.;in C Ci'l 1 i 1 1 ff n.3 <> n sec nt ru n > . 

96) Gegeben: drei reelle Punkte A, B, C und zwei imaginäre 
Punkte der Curve , welche letztere doreh die Involution dd'tt' zweier 
Paare conjugirter Punkte einer Richtung bestimmt werden. 

97) Gegeben: drei reelle Tangenten a, b, c und ein Paar imaginärer 
Tangenten, weiche letztere durch die Involution 0, öö'et' zweier in 
eonjngkkr Ilichiungeii benimmt werden. 

98) Gegeben: ein reeller Punkt A und zwei Paare imaginärer 
Punkte, bestimmt durch die einstimmigen involiilorl-chcn Punktrcilien 



PPrr, «■«'- 

99) Gegeben: eine reelle Tangente a und zwei Paare imaginärer 
Tangenten , bestimmt durch die einstimmigen involulorischen Yielstrahkn 

P, fl?V/; Q, <MV. 

Es ist schon in den Erliiu(eningei) des %. HS gezeigt wurden, *) wie 
die zwei letzteren Aufgaben auf die voran sgchemleu 90 und S7 , und 
diese auf 88 und S9 reduzirt werden. 



XVIII. Oskulationcn ; in- und umbescluiebene Vielecke. 

100) Ein Kegelschnitt K und ein Punkt C seiner Curve sind gegeben ; 
man soll einen andern Kegflscunii.1 coristruiren , welcher denselben in dem 
Punkte C einfach berühre und noch 

a) durch drei gegebene Punkte D, E, F gehe; 

b) durch zwei gegebene Punkte D und E gehe und eine gegebene 
Richtung f berühre; 

c) durch einen gegebenen Punkt ü gehe und zwei gegebene Richtun- 
gen eund f berühre; 

c) drei gegebene Richtungen d , e , f berühre. 

Diese Aufgaben können nicht nur durch Collineation (vergl. §. 124), 

sondern auch dadurch ani'geiu-t werden, das* man durch C eine Tangente 

an den gegebenen Kegelschnitt zieht, und den gesuchten Kegelschnitt so 

zeichnet, dass er diese Tangente in dein Punkt C berührt, und noch die 



*) Die Aufgabe 96 ist sehon von Prof. v. Stau dt auf einem andern Wege 
gelöst worden, die Aufgaben !K and <19 sind neu. Man wird bemerken , dass 
die BmkksiHitig-iinsv der iuiasinfiren Plemcmc nni/li ru einigen Aufgaben Anlas» 
geben. Die vorgebenden siiidkilue!) die wichtigeren. 
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Übrigen Bedingungen etTülii. Dadurch werden ti i e vorliegenden Aufgaben 
auf die Aufgaben 90, 91, 94 und 95 zu rück geführt. 

101) Ein Kegelschnitt K und zwei Punkte C und D seiner Curve 
find gegeben ; nvtfi soll einen andern Kegelschnitt zeichnen , welcher den 
gegebenen Kegehchuilt in den zwei gegeber.cn PunkU'n berühre und noch. 

a) durch einen gegebenen Punkt E gehe; 
li) eine gegebene Tangente e berühre. 
Auch diese Aufgaben weiden du ich die Tangenten der Punkte C und 
D auf 94 und 95 zurückgeführt (vergl. auch §. 125). 

102) Ein Kegelschnitt li und ein Punkt seiner Curve sind gege- 
ben ; man soll einen zweiten Kesei.-ehnitt eonstruiren , welcher mit dem 
gegebenen in dem Punkte C eine Oskulation der zweiten Ordnung voll- 
ziehe und 

a) durch zwei selbem: Punkte D und E gehe; 

b) zwei gegebene Richtungen d und e berühre. 

Die erste dieser zwei Aufgaben ist schon in g. 126 behandelt, und 
die zweite wird dadurch aufgelöst, dass man die Schnittpunkte (J und e 
der gegebeneu Richtungen mit der Tangente c des Oskulationspunktcs 
C bemerkt, von denselben aus Tangenten an deu gegebenen Kegelschnitt 
zieht, den Convergeuzpunkt F' derselben mit dem 1,'üuvcrgenzpunkt F der 
gegebenen Tangenten verbindet, und den Punkt Q, in welchem die Tau- 
gente c von dieser Verbindungslinie getroffen wird, bemerkt. Per ge- 
suchte Kegelschnitt ist für den Punkt D als Centrum und der Richtung c 
als Axc dem gegebenen culiim\ir und kann hiernach gezeichnet werden. 

103) Ein Kegelschnitt K und ein Punkt seinerCurve sind gegeben ; 
man soll einen zweiten Kegelschnitt zeichnen , welcher mit dem ersten in 
dem Punkt eine Oskulation der dritten Ordnung vollzieht und 

a) durch einen gegebenen Punkt D geht; 

b) eine gegebene Richtung « berührt. 

Die Auflosungen dieser Aufgaben können schon nach g. 127 voll- 

104) Ein Kegelschnitt K und ein PunktC seiner Curve sind gegeben; 
man soll seinen Krüinniungskreis in dem Punkte C zeichnen (§. 128). 

105) Ein Kegelschnitt K und ein Vieleck ABCD sind gegeben; man 
soll ein zweite; Vieleck zeichnen, das 

a) dem Kegelschnitt K inbeschrieben und dem Vieleck ABCD umbe- 
schrieben sei ; 

b) dein Kegelschnitt K unibeseh rieben und dem Vieleck ABCD inbe- 
shrieben sei. 

Ziehe durch deu Punkt A eine Richtung, welche die Curve des Ke- 
gelschnitts in den Punkten a und a schneiden wird, ziehe von a aus 
durch B eine zweite Sichtung, welche auf der Curve den Punkt o.' 
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bestimmt, bemerke ebenso auf der Curve den Schnittpunkt a" der Rich- 
tung a'C, endlich den Schnittpunkt a.' der Richtung n"D. Nun wieder- 
hole man das gleiche Verfahren noch zwei Mal hinter einander, wodurch 
die Punkte 6, &', C, c' bestimmt werden, und suche nun die Axe MN 
der centrisclien Collineation , die durch die Punkte a, b, c und a', fc', c' 
der zwei collineiireii Systeme bestimmt ist (§. 129, aj , welche die Curve 
entsprechend geraein haben, so hat jeder der Schnittpunkte M oder N 
die Eigenschaft, ein Eckpunkt des verlangten inbeschriebenen Vielecks zu 
sein. Ganz ähnlich wird auch die Aufgabe 105, b behandelt. 

XIX. Ellipse. 

106) Wenn eine Ellipse durch die erforderliche Anzahl von Bestim- 
mt! ngs stücken, wie sie in den 62 Aufgaben des XVII. Abschnitts aufge- 
führt sind, gegeben ist, so soll man die kleine Axe der Richtung und 
Grösse nach finden. 

107) Eine Ellipse zu eonsfruiren, wenn die zwei Axen AB und ?IS 
der Grösse nach gegeben sind. 

108) Eine Ellipse zu construiien, wenn zwei conjugirte Durchmesser 
der Richtung und Grösse nach gegeben sind. 

Die Ellipse ist durch die Ixense halt ausgezeichnet, dass sie lauter 
. reelle und im endrichenRaumliegendeDoLcluriesser, und also auch eine reell« 
zweite Axe hat. "Wenn also die liesiinuuuiLgsstueke zu einem solchen 
Kegelschnitt fühlen, so kann man zu den Parüalaufgaben des XVII. Ab- 
schnittes noch die der Constrnclinn der zweiten Axe hinzufügen. Weil 
aber in jenen allgemeinen Aufgaben bereiis gezeigt Ist, wie die Grösse 
jedes der llichlun^ nach ^egeüenen Durchmessers gefunden wird, und die 
Richtung der kleinen Axe wegen ihrer senkrechten Stellung zur grossen 
A\"e bestimmt ist. so kann diese Fordci-usig sogleich nach den allgemeinen 
Regeln, welche im XVII. Abschnitt angegeben wurden, erledigt werden. 
Es bieten übrigens die iMjjenthümlkhSieüeii der Llliuse auch besondere 
Mittel zur Lösung 'iiesev Partialaufgalie dar. Hierher gehören namentlich 
die Eigenschaften (§. 139, a u. e), wonach die Entfernung eines Endpunktes 
der kleinen Axe von einem Brennpunkt der halben grossen Axe gleich 
ist, und die Abschnitte, die auf einer Sekante zwischen einem Punkt der 
Curve und den Axenrichtungcn liegen, so voneinander abhängen, dass 
der eine der halben kleinen Axe gleich ist, so oft der andere die Länge 
der halben grossen Axe hat. 

Andererseits können auch unter den Besfimmuugsstücken der Ellipse 
zwei conjugirte Durchmesser ihrer Giös.-e und Lage nach gegeben sein, 
weil auch sie von endlicher Dimension sind, und dadurch können, wenn 

Paulos, neuere, ebene Geometrie. 22 
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es sich um die Construktion der Ellipse handelt, noch die in 107 und 
und 108 angeführten CoustrukiionsiHitüaben zu den allgemeinen hinzu- 
gefügt werden. Man .sieht nttur leicht, ibiss die Aufgaben 107 und 108 
nach den Regeln der allgemeinen Aufgabe 81, c behandelt werden 
können. Es mag jedoch noch bemerkt worden, dass die Affinität der 
Ellipse mit jedem üher einem ihrer Durchmesser coustruirten Kreise, 
eine der Ellipse eigenthüi-uüche Mcihude darbietet, die sehr oft die 
allgemeine Methode an Einfachheit iibei'tvitTt. Die Ausführung kann 
Übrigens dem Leser überlassen bleiben. 

108) Einen Kreis zu eoustruiren , wenn gegeben sind: ein reeller 
Punkt A "und /,v,ci imnidnare Punkte, -welche durch die Involution bbVf' 
zweier conjugirter Punkte einer Richtung bestimmt siad. 

Wenn man in dem Central punkt Q der involutorisciicn Reihe W'yf' 
eine Senkrechte errichtet, so liefert sie die Richtung QU eines Durch- 
messers. Sucht man nun noch die Nonnid prahlen der Involution A,ßß'r]-' 
so bezeichnen sie auf QR die Endpunkte des Durchmessers, und der ge- 
sachte Kreis kann gezeichnet werden (vergl. Aufg. 98). 



XX. Hyperbel. 

110) "Wenn eine Hyperbel durch die erforderliche Anzahl von Be- 
stimmungsstüekcn, wie sie in den Aufgaben des XVII. Abschnitts auf- 
geführt sind, gegeben ist, so sollen die Asymptoten der Hyperbel 
gezeichnet werden. 

In allen diesen Fällen werden die Eigenschaften der Asymptoten, 
welche in §. 144 angegeben sind, die Mittel zu ihrer Construktion 
liefern. 

111) Eine Hyperbel zu construiren; wenn gegeben sind die zwei 
Asymptoten PSJJ und pp und noch 

a) ein Punkt C der Curve; 

h) eine Tangente MN. 
In der ersten dieser zwei Aufgaben wird die Anwendung der Eigen- 
schaft, §. 145, b, zur Bestimmung solcher Punkte, welche auf den durch C 
gehenden Sekanten liegen, und die Eigenschaft %. 145, a zur Construktion 
der Tangente des Punktes C, und also auch zur (.-onstriikiion der Tangente 
jedes andern nach dein Vorausgehenden eonstruirtcu Punktes der Curve 
führen, und diese zwei Hauptaufgaben bilden die Grundlage zu allen 
anderen Partialaufgaben. Man wird Übrigens auch leicht die Aufg. lila, 
auf 75 reduziren, wenn man nämlich dieAxen construht, welche die Win- 
kel der Asymptoten halbiten ; ihn aeümetr^elio Mittel O b, zwischen den 
Abschnitten Oj- und Og, welche die Tangente des Punktes C auf den 
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Asymptoten bildet, ist den Entfernungen OF' und OF" der Brennpunkte 
vom Mittelpunkt gleich (§. 145, c), «od wenn man aus mit OF' einen 
Kreis beschreibt, so bezeichnet er die Punkte b und V, deren Verbin- 
dungslinie, den Schäle! A der Axc bezeichnet. Die Aufgabe h wird auf a 
dadurch zurückgeführt , dass man den Berührungspunkt C derselben auf- 
sucht, welcher die Strecke MN der Tangente balbirt, die zwischen den. 
Asymptoten liegt. 

112) Eine Hyperbel zu. construiren, wenn gegeben sind: eine 
Asymptote P33, ein Brennpunkt F' und 

a) ein Punkt C der Curve; 

b) eine Tangente RS ; 

Weil die Asymptoie i'-Ii eine Tangente der Hyperbel ist, deren Be- 
riihnui2npimlit als ihr Punkt de-, unendlichen Raumes bekannt ist, so 
können diese Aufgaben 112 a, b ganz nach den in Aufg. 78 b, c gege- 
benen Regeln couitniiit werden, sobald mau dort l"i> fürVW setzt. 

113) Eine Hyperbel zu consuuircn , wenn gegeben sind: eine 
Asymptote P-]}, auf derselben der Mittelpunkt der Hyperbel und 

a) die Punkte C, D der Curve ; 

b) ein Punkt C der Curve und eine Tangente RS ; 

c) zwei Tangenten MN, US. 

Auch diese Aufgaben können nach Aufgabe S3 b, c, d aufgelöst 
werden, wenn mau P £fj für VW substiturrt. Man wird z.B. in a die 
Richtung OE durch die Mitte E der Strecke CD und 0® j| CD ziehen, 
dadurch gewinnt man die Richtungen OE und OtS- zweier conjugirter 
Durchmesser. Zieht mau nun Op, so dass Op und OP die Richtungen 
OE und 0@ harmonisch trennen, so ist Op die andere Asymptote. 
Aehnlich modifkiren sich auch die zwei andern Aufgaben. 

114) Eine Hyperbel zu eonsiniiien, wenn gegeben sind: die Rich- 
tung P$ einer Asymptote und 

a) drei Tangenten MN, RS, VW S 

b) zwei Tangenten MN, RS und ein Punkt D der Curve; 
e) eine Tangente MN und zwei Punkte C, D der Curve ; 

d) drei Punkte B, C, D der Curve. 

Die Asymptote P55 ist eine Tangente, deren Berührungspunkt 5]> 
als ihr Punkt des unendlichen Raumes bekannt ist; die Aufgaben 114 
a, b, c, d sind daher dem Wesen nach identisch mit 91; 95 b; 
94 b ; 90 , und künnen also auch nach dem dort angegebenen Verfahren 
aufgelöst werden. 

115) Eine gleichseitige Hyperbel zu construiren, wenn gegeben 
sind: 

a) die zwei Brennpunkte F' und F": 

b) ein Brennpunkt F' und die zugehörige Direktrize nj-; 
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c) der Mittelpunkt und zwei Punkte C, D der Curve; 

d) der Mittelpunkt und zwei Tangenten MN, BS; 

e) der Mittelpunkt und eine Tangente MN mit ihrem Berührungs- 
punkt C. 

Diese Aufgaben werden sich nach den allgemeinen Regeln leicht 
losen lassen, wenn man nach dieKi^enschafien der gleichseitigen Ihperlx.d 
§. 148 berücksichtigt. 

XXI. Construktion der Parabel. 

116) Gegeben: der Brennpunkt F' und 

a) die Diroktrize A'B'; 

b) die Richtung CD eines Durchmessers, und ein Punkt E der Curve 

c) der Srhcitel A der Axe ; 

d) zwei Punkte B und C der Curve ; 

e) zwei Tangenten MN, BS ; 

f) ein Punkt C der Curve und eine Tangente MN. 

Wenn der Brennpunkt F' und die Direktrize gegeben sind, so ist 
man unmittelbar auf die Constrnktinn g. IM. hingewiesen. Die dreizehn 
l>a:tialaul : g:üjen kimiien alle nach den hei T!> angegebenen Methoden auf- 
gelöst werden, nur wird man überall mich merkliche Vcroinfaehiinge]! 
anbringen können. Der Seiicitel A' halhäi'f die Entfernung F' A" des 
Brennpunkts von der Direktrize. Sollen die Punkte der Curve gefunden 
werden, die auf irgend einer Richtung MN liegen, so kann die Collinea- 
tion-melliode auf Füllende Meist vereinfacht weiden. Man coiisirtdrt aus 
F' mit FA' (Fig. 131} einen Kreis, zieht durch A' und a zwei Tangenten au 
den Kreis, so i*t die eine A'-y die Collineuiionsaxe, und die andere ac die 
Gcgenave hei der Colliucaiion des Kreises F'A' mit der gesuchlen I\iral.)id. 
Verbindet man also den Schnittpunkt j- der Richtung MN mit A'p, unci 
den Punkte, welcher durch F'cli MN auf der Gegenaxe bestimmt wird 
durch eine Gerade fC, so liefert sie die homologe Richtung zu MN in dem 
System des Leitkreises, und die Halbmesser F'M' und F'N', welcho an die 
Schiiiupuiikie ge/ogcii werden. he>li:iinin!i die gesuchter; Funkle M und N 
auf der Curve der Parabel. Soll man eine Tangente mit M_\ parallel 
ziehen, so zieht man F'e || MN (Fig. 139), und von c aus die Tangente c C 
an den Kreis, alsdann bestimmt dieselbe den Punkt p , durch welchen 
die verlangte Tangente j-C [[ MN geht. Ucbrigcus gestaltet sich die reine 
Foealconstrukfion der Tangenten, wenn Brennpunkt und Direktrize gegeben 
sind, noch einfacher. Ein weiteres Eingehen scheint übrigens nicht noth- 
wendig. Es mag nur euch bemerkL werden, duss Aufgabe h auf a zurückge- 
führt wird, wenn man die Richtung ER |[ CD zieht, auf derselben EG= EF' 
nimmt und von G auf ER eine Senkrechte fällt, welches die gesuchte 
Direktrize ist; ferner, dass eine gemeinschaftliche Tangente zweier aus 
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B mit BF' und aus C und CF' beschriebener Kreise in Aufgabe d die 
Direktrize der Parabel liefert; ferner dass hinsichtlich der Aufgabe e 
die Verbindungslinie J K zweier Punkte J und K, welche so liegen , dass 
F'J und F'K durch MN uod RS senkrecht halbirt werden, die Direktrize 
ist, und dass endlich auch diesem Verfahren ähnlich die Aufgabe f auf 

116, a reduzirt wird. 

117) Gegeben: die Richtung BC eines Durchmessers und 

a) drei Punkte C, D, E der Curve; 

b) zwei Punkte C, D der Curvc und eine Tangente VW; 

c) ein Punkt C der Curve und zwei Tangenten RS, VW; 

d) drei Tangenten MN, RS, VW. 

Weil jede Gerade AB, welche auf der gegebenen Richtung BC der 
Durchmesser senkrecht ist, :ils der Rogen des unendlich grossen Leitkreises, 
welcher im endlichen Baume liegt, betrachtet werden kann, so hat man 
hierin ein Mittel, um die Aufgaben 117, welche zu der Cenirakoustruktion 
zu gehören scheinen, durch eine FüCiüeonstruktion aufzulösen. Zieht man 
aus den drei gegebenen Punkten C, D, E Kreise, welche alle die Rich- 
tung AB berühren; so ist derjenige andere Kreis, welcher diese drei 
Kreise gleichartig berührt, der zweite, endliehe Leitkreis, und dessen 
Mittelpunkt ist der liri'ijitpiiiiiit F' der Parabel , und hieinit ist die Aufgabe 

117, a selbst auf 116 b zurückgeführt. Es mag noch bemerkt werden, 
dass die Construktion des Kreises F', weil der zugehörige zweite lie- 
rübvun^-kvci- in der Gestalt der Geraden AB gegeben ist, sehr ei» fach 
aus/. u führen ist. Wenn stall, eines Punktes eine Tangente, etwa VW, wie 
in den Aufgaben 117 , b, c, d gegeben ist , welche die Richtung AB in 
einem Punkt V schneidet, so zieht mau W'V so, dass die drei Jlkhiungcn 
W'V, WV und All gleiche Winkel mit einander machen , alsdann bat der 
endliche Leitkreis der Parabel die Richtung W'V zu berühren. 

118.) Gegeben : vier Tangenten AA', BB', AB und A'B'. 

Weil zwei Tangenten der Parabel durch alle übrigen Tangenten 
proportional getheilt werden, so kann man nach Aufgabe 10 auf zwei 
Tangenten AB und A'B' (Fig. 127), zu jedem Punkt D der einen Reihe den 
homologen Punkt D' der andern Reihe finden , und dadurch eine weitere 
Taugente DD' bestimmen, man kann aber auch, wie dicss in Fig. 127 
geschehen ist, zu dem Couvergen/pMikt C der Tangenten AB und A'B' die 
homologen Punkte G und F aufsuchen, welche die lScnihiang-|ii:ii.Ue 
der Tangenten sind. Auf diese Weise kann man nicht nur beliebige 
Tangenten, sondern auch ihre Berührungspunkte bestimmen. Seihst die in 
einem beliebig gegebenen Punkt P coavergirenden Tangenten lassen sich 
nach Aufgabe 29 linden. Die Richtung der Durtiimesser wird durch die 
Ilait'irutigsiiuic CJI der Strecke FG bestimmt, welche durch den Punkt C 
geht, und der Brennpunkt V der Parabel durch zwei Kreise, welche um 
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die Dreiecke AA'C und BB'C beschrieben werden {§. 154, d). Hieduich 
jst die vorliegende Aufgabe auf 116 und 117 Zurücks*: [Vi] irr. 

119) Gegeben : vier Punkte A, B, C, D der Cum. 

Es sei Z dev Punkt der Parabel, welcher im unendlichen Raum 
liegt, AZ' und DZ"*) die parallelen Durchmesser der Parabel, welche 
in dem Punkt Z des unendlichen Raumes convergiren, und auf den 
Richtungen CD und AB, welche in G convergiren, die Punkte E und F 
bestimmen, und x sei die Taugente des unendlich entfernten Punktes Z, 
so stellen die Richtungen AZ', AB , BC,CD,DZ" und z die sechs Rich- 
tungen eines hibesehricbcueit .Sechsecks vor: es iccrden also die Rich- 
tungen der Gegenseiten BC und z in einem Punkt convergiren., welcher 
mit den Co nvergenzp unkten E und F der zwei anderen Paar Gegenseiten 
iu einer Richtung liegt. Weil aber i. selbst im unendlichen Räume liest, 
so muss auch der üonvergi'nzpunlu von HC und VM in demselben liege;:, 
und also BC||EF sein. Diess vorausgesetzt, ist aber 

FG : BG = EG : GC 

FG : GD = AG : EG 
woraus folgt: 

BG . AG . GD 

FG = GC 

Sucht man also zu BG und GD das geometrische Mittel p, so kann 
auf bekannte Art die unbekannte Strecke FG durch die Proportion 
FG 1 : p a = AG : GC und ebcndamlt auch die Richtung FD der Durch- 
messer bestimmt werden. Weil i'ibviguns die Strecke FG von G aus 
nach zwei Seilen hin auf der Riduung AG aufeetrugeu werden kann , so 
ergeben sich zwei Auflösungen. Durch die.BeMinur.uns der likhtuugFD des 
Durchmessers ist übrigens die vorliegende Aufgabe auf 117 zurückgeführt. 

120) Gegeben: drei Punkte A, B, C und eine Tangente d. 

Die gegebene Richtung d wird von der Richtung AB (Fig. 12S) in 
einem Punkte D und von BC in einem Punkte E geschnitten werden. 
Sucht man nun auf der Richtung AB den Paukt F so, dass FD das 
geometrische Mittel von AD und BD, und ebenso auf der Richtung BC 
den Punkt G so, dass EG das geometrische Mittel von EB und EC ist, so 
ist GF die Richtung des der Tangeute d zugeordneten Durchmessers, und 
die vorliegende Aufgabe ist auf 117 reduzirt, Dass wirklich F ein Punkt 
auf dem der Tangente d zugeordneten Durchmesser ist, kann leicht ein- 
gesehen werden; denn vorausgesetzt, es habe F diese Lage und es seiF'H' 
die Polare zu dem Punkt F, so folgt aus g. 152, e, dass FH' durch d 
halbirt wird, und weil FTP \\ DE (§. 112, a), so ist auch DF = DF'. Weil 
nun aber AB durch die Punkte F und F' harmonisch getheilt wird (§. 106), 

*| Alan wird die zu Grunde liegende Mgiir leicht 
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so folgt aus §. 8, a, <lass DF das geometrische Mittel zu DA und DB ist. 
Da die Punkte F und G auf der einen oder andern Seite von d liegen 
können, so hat die Aufgabe vier verschiedene Auflösungen. 

121) Gegeben : zwei Tunkte A und B, und zwei Tangenten C und d, 
Die Richtungen c und d, welche in C convergiren, und von der Rich- 
tung AB in K und F geschnitten werden (Fig. 129), fuhren wie in der vor- 
ausgehenden Aufgabe zu den Punkten G und li der siw (1 und c coriju guten 
Durchmesser, indem man EG dem geometrischen Mittel von EA und EB 
und FH, dem. geometrischen Mittel von Fli und l'A gleich macht. Zieht 
man von C aus eine Richtung CM , welche die Strecke GH halbirt , so 
liefert sie die Richtung der Parabeldurchmesser ; denn die Richtung CM 
der Du vc hm ess er, welche die Bertihrungssehne JK halbirt, wird auch 
alle Strecken und also auch die Strecke GH halbiren , welche zwischen 
den Richtungen der parallelen Durchmesser GJ und HK liegen. Auch 
diese Aufgabe hat vier Auflösungen. 

122) Gegeben: ein Punkt A der Cum und drei Tangenten b, c, d. 
Vorausgesetzt es sei a die Tangente des gegebenen Punktes A (Fig. 130), 

so bilden die drei gegebenen Tangenten mit der Tangente a und der Tan- 
gente des unendlichen Raumes ein umbeschiaebenes Fünfeck XBCDY, 
oder wenn mao auch A noch als den Convergctizpuukt zweier in der 
Richtung a vereinig! er Tangenten betrachtet, ein umbeschrieb e ncs Sechs- 
eck XBCDAY. Die Verbindungslinie ilev Gegen ecken C und Y ist die 
Gerade CS, welche mit a parallel gezogen wird, und die Verbindungslinie 
der Gegenecken D und X ist die Gerade DS, welche mit b parallel 
gezogen wird. Hieduvch ist der C<itivergc:izpt;nkt S und also auch die 
Verbindungslinie HS des drillen Paares de; (jcgenccken bestimmt, welche 
durch den Punkt A geht und die Richtung d in einem Punkt T schnei- 
den wird. Ist nun R der Convergenzpunkt der Richtungen b und d, ao 
folgt aus dem Parallelismus von CS und a, DS und b 

DT : CT =, AT : ST 

DT : RT = ST : BT 



Hienach kann DT und also auch AD gefunden werden und dadurch 
ist die vorliegende Aufgabe auf 118 reduzirt. Die Aufgabe lässt zwei 
Auflösungen zu. 

XXH. Berechnung fler Ellipse. 

123) Wenn die halbe grosse Axe mit a, die halbe kleine Axe mit b, 
die halbe Entfernung der Brennpunkte mit f, die halbe Entfernung der 
Direktrizen mit d, die Entfernung einer Direktrize von ihrem zugehörigen 
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Brennpunkt mit 3, der halbe Parameter mit p, und die Exccntricität der 
Ellipse mit e bezeichnet wird, so ist 

a) f* = a 3_ b 2 ; 

f 

b) e = — , f = ae ; 

a 1 a 

c) d = - = - 

• *-£ 

e) p=- = a(l-e 2 ). 

Alle diese Formeln ergeben neb so unmittelbar aus den §§. 139, 88, 
99, dass es unnöthig scheint, in -weitere Erläuterungen einzugehen. 

124) Wenn die halbe, der grossen Axe conjugirte, Sehne, welche 
durch einen Punkt C der Curve geht, mit C, ihr Abstand vom Mittelpunkt 
mit G, die homologe Sehne in dem über der grossen Axe als Durchmesser 
construirten affinen Kreis mit C, die Entfernung des Poles der Sehne C 
von der Sehne selbst und -von deu S eh eitel punkten der Axe beziehungs- 
weise mit t, t', t", die Subnormalo des Punktes C mit n, der halbe Durch- 
messe]- des Punktes C mit p, dessen halber conjugirtcr Durchmesser mit 
p', die zwei Breimstrahlen des Punktes C mit; r' nnd r" bezeichnet wer- 
den, so ist: 



a) C = — C, = ±— V 


a*— 6* 








(«_K)n 


t" = 


(.+«« 


<5 


8 


e) t " = t? - e» 8», 
f| i' = a + M, 5 = - 


— , 








3 -ir- 







Wegen der Affinität der Ellipse mit dem über der Axe A2J als Durch- 
messer consiniiiici] Kri.-i.-c isi (Fig. 85) 

Ce: C'c = OB : OB' = OB : OA oder C= — . C', 
während nach einem bekannten Satze der Kreislehre 
Ac:C'c = C'c:2lc oder (a — ß) : C'=C : (a + ß) also C' 2 = a 1 — ß 1 , 
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Weil durch zwei homologe Punkte des Kegelschnitts Toi und Polare 
harmonisch getrennt werden , so ist [Fig. 83) 

T2t : TA = Mc : Ac; d. i. t" : t* = (a + <£) : (a — G), 
woraus (t" -f- t') : (t" — t 1 ) = a : 6 oder (l" + t 1 ) : 2 a = a : <£ 

,. _ iL _ , »(*-«) 

und weil Tc => TA + Ar, oder t = t' + a — 6, 

a? a 2 a 2 — E 2 
auch t = —- — a+a — ß= — — <5 = - . 

Errichtet man nun in dem Punkt C der Tangente TC eine Senkrechte, 
welche die Axe in dem Punkte K schneidet, so ist Kc die Subnormale u 
des Punktes 0. Das rechtwinklige Dreieck TCK, in welchem die halbe 
Sehne Cc die Höhe bildet, liefert: 

Kc:Cc = Cc:Tc oder n : C = C : t, 
C 2 tfl-& C 2 

also n= — = C 2 : —^- = -i^r. S 

oder weil a 2 - g 2 = t. . &, n = -^- . S (124, a). 

Zieht man nun den Halbmesser OC, so ist ia dem rechtwinkligen 
Dreieck OCc auch OC 2 = Oc 2 + Cc 2 , d.i. 



* = 6* + C 2 = G 2 + -^- (a 1 ~ 6 2 ) = 
2 b 2 + f 2 <S 2 a 2 b 2 + a 1 



= b 2 -f- e 2 g 2 



und weil nach §. 139, f auch q 2 -\- ^' 2 = a 2 + h 2 , so folgt , dass 

? '2 = a 2 + b 2 - t>* = a 2 + b 2 — b 2 — e 2 & = a 2 - e 2 0*. 
Beschreibt mau nua aus dem Punkte C mit dem Brennstrahl CF" 
einen Kreis , welcher die Axe zum zweiten Mal in dem Punkte K, die 
Richtung F'C des andern Brennstrahla aber in den Punkten R und S 
schneidet, so ist nach einem bekannten Satze der KTeislehre 

FÜ : F'K = F'F" : F'S , 
aber weil F'R = F'C — CR = r' — r" 

F'S = F'C + CS = r' + r" = 2a 

F'K = F'F" — F"K = 2 OF" — 2 F"c = 2 (OF" — F"c) 
~ 2 Oc = 2 ß 
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2a 2a 

und da r* + r" = 2a, 
eo folgt r' = a + eß, r" = a — e<5. 

125) Wird der "Winkel, den der Durchmesser 2<j mit der Axe macht 
mit b, und der "Winkel, den er mit seinem cojjjuprten Durchmesser 
macht, mit q> und endlich der Winkel, den er mit der B reu n weite macht, 
mit ip bezeichnet, so ist 

cos k 2 sin « s 1 

» 2 b s 



' 1 + c cos y 

In dem Dreieck COc (Fig. 83} ist < COc = tu , 
Oc = OC cos oi oder ß = q cos a 
Ct = OC sin a oder C = (i sin oi 
und wenn mau diese Wcrf.he in 124, ;i substifuirl, so erhalt man 125, a. 

Die rechtwinkligen Dreien!«! TCc und OCc liefern 

TV a* — 6* a- C 

lgTCl =! = t :C = JL__i.:C=_ r ._-(l ! .4,.) 

tg OCc = 6:C, 

W-.Cio. + oco- *%£%> 

und wenn man hier die Werthe der Tangenten aus den v o ran s gehen den 
Gleichungen sul>stituirt, mit der Formel 124, acombinirt, so findet man 
den Ausdruck 125, h. 

Das Dreieck F"Cc liefert , wenn man < CF"A = y> setzt, 
F" C . cos y = — F"c oder i" cos ip — f£ — f 
und wenn man die Werthe von f uud K aus 323, h und 124, g stihstituirt, 

126) Wenn man die Hälften zweie? einander zugeordneten Durch- 
messer der Ellipse mit a und 6, irgend eine halbe Sehne, welche dem 
Durchmesser a zugeordnet ht. mit e, das Stück des Durchmessers, welches 
zwischen dieser Sehne und dein Mittelpunkt liegt mit C, die Stücke des 
Durchmessers, welche zwischen dem Pol der Sehne c, dieser Sehne selbst 
und den Scheiteln des Durchmessers liegen, mit t, t', t" bezeichnet, eo ist 



s)c=>± — ^/(^-c 1 ) 
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Sind aa (Fig. 84) <-i;i Durchmesser (a), bh und et der ihm conjugirte 
Durchmesser (t) (irn'l eine thiu cunjimirte Sehne (e), und "beschreibt man 
Aber aa als Durchmesser einen Kreis, und zieht man in dem letzlern 
bfc' _j_ aa durch den Mittelpunkt C und cV J_ aa durch y, so sind bV 
und bb, c'c' und er homologe Linien der affinen Curven ahn und ab'ci und 
es verhalt sich 

Ob : Ob' = cj" : c'y oder B : a = c : c', 

folglich c = — c' = ± — V( fl 2 — c"-) 

Ferner wenn % der Pol der Sehne et ist : ay : ay = a* : ar {§. 106) , 
d. i. (n -r C) : (o — t) = t" : t', also auch a : C = {t" 4- t') : (t" — t'J 
und da t" — t' = 2a, 



127) Wird der Flächeninhalt der gan/im Kllip.sc mit Q, derjenige 
eines Abschnittes mit q oder q, je nachdem er von einer Sehne gebildet 
ist, die der Axe oder einem Durehmesser toiiju^irt ist. die humuluijeu 
Abschnitte im afiineii Kreis mit q' und C|', und der Winkel, welchen die 
Sehne im letztem Fall mit ihrem Durchmesser luuchf, mit 4 bezeichnet, 
so ist 

a) Q = ah ;l = nh JI sin» t ; 

h) q = — ■ q', 

o ,=!„■„» f. 

Diese Formein folgen aus §. 140. Man wird bemerken, dasa die 
Gerade bV (Fig. 84) die Richtung der Colli neationsstrahlen der Affinität 
bestimmt und dass also, wenn ß der Scbnittpunkt mit derAxeaader 
Affinität ist, bß : b'ß dem Modulus der Affinität gleich ist, so dass also, 
wenn man noch bp J_ aa zieht 

q : q' = bß : b'ß = bp : b'o, 
während bp = b'osinboa= 6 sin?, und b'o = a, folglich 
b 
q : q' = 5 sin £ \ a , q = — q' sin f. 

128) Die Gleichungen der Ellipse für die rechtwinklige und schief- 
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winklige Coordination <le3 Mittelpunkts , iür die Pol co Ordination de» 
Mittelpunkts und die Pokoordination des Brennpunkts sind 

cos s &> sin a <a 1 



' 1 + e cos * 

Diese Gleichungen folgen unmittelbar a> 



XXIII. Berechnung der Hyperbel. 

129) Bei den gleichen Bezeichnungen wie in Aufgabe 123 findet 
man für die Hyperbel: 

a) Psaa^ + b*; 

f 

b) e = — , f = ae ; 

4 • = £. 

«)p =, t. .= ,(,» -1). 

ISO) Bei den gleichen Bezeichnungen wie in Aufgabe 124 findet 
man für die Hyperbel 

b)i-- ' ( * +<5) , f_ * (B ~* ) , i= (p -*' 

d) j* = ^(P — b 2 
131) Bei den gleichen iji^ckhnuugcn wie in Aufgabe 125 findet 
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a ) a a b 1 


= 


? a 


11 , v 






h >' l+.co,», 




!) Bei den gleichen Bezeichnungen 




e in Aufgabe 126 findet 


die Hyperbel 






a)c = ±£v(c*-a*) 






,,,„-?<_'+ <0 u_ 


M 


'—) . t 1 -«' 



Die Entwicklung dieser Formeln kann rlumüills- ;;aiiz auf die gleiche 
Weise, wie Ijl'J der Ellipse geschehen, wenn man über dein Dui'c!iiu.ch-s't 
an' als Axe eine ^leieWitige i'Kperbel construirt, und die I 7 /i " y n > < : 1 : n Pi l y ti 
der Afiiiiiliii iu AiiwentUiiij bringt, «eiche /'.vlsdieii Kegelschnitten siatt- 
finden, die einen Durchmesser gemein sei i alt! ich haben. Die Fig. 07 wird 
für die Hyperbel das Gleiche leiafen , was die Figur 84 für die Ellipse 
leistete. 

133) Die Gleichungen der Hyperbel für die rechtwinklige und 
schiefwinklige Coordination des Mittelpunkts, für die Folarco Ordination 
dos Mludfninki- und des Brennpunkts, uud für die schiefwinklige Coordi- 
nation der Asymptoten sind 



d)r = 



1 +ec 



e) 4 xy = a 2 + b' 1 . 
In BetreiT der letzten Gleichung wird man bemerken, dass £7 OQOr 
= OBAS8 (Fig. 98) und also OQ . Qr = AB . OB. Weil aber die Axe 
OA den Asymptotenwinkel B03J halbiit und das Parallelogramm OBA33 
die Gestalt eines Rhombus hat, so ist AB . OB = OB 2 , und weil B33 [| bo 
ist und die Diagonalen OA und BS sich halbiren, so ist OB = l / a Ob, 
folglich OQ . Qr = »/4 Ob 2 und Ob 2 = OA 2 + Ab 2 = a 2 ■+■ b' ! folglich ' 

aHb ä a 2 + b 2 

OQ . Qr = — - — oder xy = — ^— ■ 

Alles Uebrige was in dieser und den vorausgehenden Aufgaben Über 
die Hyperbel ausgesagt ist, ist dorn, was bei der Ellipse bemerkt wurde, 
so ähnlich, dass ein weiteres Eingehen überflüssig scheint. 
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XXIV. Berechnung der Parabel. 

134} Wenn die halbe der Axc conjugirte Sehne mit C, der Winkel, 
den sie mit ihrer Endestangente nnieht, mitf; ihr Abstand vom Scheite! 
mit 6; die Entfernungen ihres Poles von der Sehne selbst und vom 
Scheitel mit t und t,' 1 , die zugelsiii'i^c Sulmorntislc tuii n, der ziiiühiiiiire 
Brenn strahl und dessen Winkel mit der Brennweite rait r und w ^ der halbe 
Parameter mit p und die Fläche des von der Seime C gebildeten Abschnitts 
mit Q bezeichnet, wird, so ist 

a) C 1 = 2 P 6; 

b) t = 2g,t' = <£; 

c) cotgf = p; 

d) n = p; 

e) r=VaP + <S; 



g) Q = Vs CS. 
Wenn die Sehne GS (Fig. 1Ü3) der Axe conjugirt ist, so ist ihre 
Hälfte CP = PT . PN (§. 161, c) oder C = 2 p ß, n = p {%. 153 , d), 
t = 2.K, t'=e{§.152, b), FC<=CC" = A"P = AA" + AP='/iP + (S 
(§. 161, b). 

< CNP = '/a CFA = ~ (§. 153, c), 

NP- >iP vi i) 

eos 2 CSP=— -r = --d.i. cos 2 -^" = TT- 



2 C . 2 g 
a l 80 Q=,_ . = 4 3 CS. 

135) Wenn c die Hälfte irgend einer Sehne der Parabel, C das Stück, 

welches sie von ihrem coiijugirleii Durchmesser abschneidet , <f> den 
Winkel, den sie mit diesem Dtir<-ltme>ser bildet, I und t' die Eiitfoniuitgcri 
ihres Pole? von der Seime selbst und vom Seheitel des ciuijiiginen Durch- 
messers, p den _Vebeti]i anmietet-, welcher demselben Durchmesser conjugirt 
ist, und £1 den Inhalt des Parabelabschnilics bezeichnet, den die Sehne 
bildet, so ist 

a)c* = 2 P c; 

b)t = 2ft t'-ei 

e) O = */ 3 cc sin v. 
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Beschreib! man über ac Fig. 107 als Ase eine /weife Parabel, welche 
denselben Parameter p hat, tu ist dieselbe der gegebene» Parabel per- 
spektivisch affin. Construirt man nun in der Hilfsparabel die halbe 
Seliüe e'c — c' , welche der gegebenen liomolug ist, so ist c' 2 = 2 p'C, 
und wenn man das Verhaltniss c' : c der affinen Sehnen mit m be- 
zeichnet und c' : c = m, also 

e*« meist, soistm2c a = 2pc, c a = 2-^ . C 

Die Grösse -^ ist coaslant. Setzt man nun für c die Grösse % —§, 

so liefert die letzte Gleichung gerade diejenige Seime C für welche 



-(*> 



d. h. sie liefen- die demselben Durchmesser eonjugirte halbe Sehne, 
welche g<>r:n:e doppelt so gross ist als das .Stück , das sie vom Durch- 
messer abschneide!. Diese Sehne C ist also der Neuen parameter ft der 
dem Durchmesser conjugirt ist, folglich isl c ! = 2 « e {§- 152, d). 

Die Berechnung des ParaliciahbCliniüos O ergibt sieh unmittelbar 
aas §. 155. 
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Anhang. 



Anwendung der neueren Geometrie auf einige Lehren 
der Optik. 

A. Reflexion des Lichts auf dem sphärischen Spiegel. 

Es gibt mehrere Wege v.m. d;is lleflcxions^esetz des Lichtes auf dem 
sphärischen Spiegel abzuleiten, aber kaum wird man einen finden, der so 
leicht zum Ziele führt, als derjenige, den die Methode der neueren U-co- 
melrie sin die Hand gibt. Der letztere hat nberdicss noch den Yortheil, 
das.- er diese- ReUexiansgescl:' auf einen sehr einfachen Ausdruck bringt, 
der selbst noch da anwendbar ist, wo ausgedehnte Objekte sich im Spiegel 
reÜcktiren. Es ma; dabei' das lobende liebpicl zeigen, wie die Merkode 
der neueren Geometrie auch in ihrer Anwendung .int' anderweit ige Gegen- 
stände wesentliche Voithelk: darbietet. 

In der Figur 26 stellt CMN eine Meridianebene , MN ein Stück des 
Me;idiani.ioe;eiis und den MitLelpunkl desselben vor-, in derkibeue dieses 
IIoltctis ist I> ein beliebiger leuchtender Punkt vor dem Spiegel , BA und 
UM sind zwei vi:ni demselben ausgehende und in den Tunkten A und M 
auf den Spiegel füllende Strahlen, von welchen der erste durch den 
Mittelpunkt C seht , während der zweite einen «ehr kleinen Winkel MISA 
mit demselben macht; man fragt nun nach der Lage des Punktes, in 
welchem die rcflektirlen Strahlen convergiren. Weil nun der Strahl BA 
durch den Mittelpunkt C geht, und daiicr in A senkrecht zur Kühlfläche 
steht, so wird er wieder in derselben Kichiung Ali teflektirt. in welcher er 
einfallt. Der amlere Strahl UM wird in der Meridianebein' BMA so reflektirt, 
dass der reue kl ine Sir« hl MB' mit dem nach M gezogenen Halbmesser 
einen Winkel CMB' = CMB macht, da der Halbmesser CM das Einfalls- 
los ist, und der einfallende und rehektirie Strahl gleiche. Winkel mit dem 
Einlhllsloth machen. 
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Dicss sind die Besfimmungsstucke, welche das allgemeine Eefl exions- 
gesetz an die Hand gibt; und nun soll durch die Methode der neueren 
Geometrie die Lage des Convergcnzpnnkles B' ermittelt werden. Zu dem 
Ende zieht man in dem Punkt M des Meridianhogens eine Tangente, 
welche den Centralstrahl BA in einem Punkte T sehneiden wird. Dadurch 
entsteht an dem Punkt M einVicrshahl, in w eichen) zwei uiehi nndnamler 
liegende Strahlen MC und MT senkrecht aufeinander stehen, während die 
zwei andern Strahlen MB und MB' gleiche Winkel mit MC machen. Es 
ist also der Vielstrahl M harmonisch (g. 72, d) , und es sind also auch die 
Punkte B, C, B' und T welche er auf dem Centralstrahl BA bezeichnet, 
vier harmonische Punkte. Bei der anfand b'ben Voraussetzung, das» 
namüch der Winkel ABM ein unendlich kleiner sei, muss auch der 
Bogen AM selb-t eine iiiiendiidi kleine Grösse sein, und in diesem Fall 
fällt, die Tangente mit dem Bogen , und also auch der Punkt T mit den» 
Punkt A zusammen. Unter der Voraussetzung also , dass der Winkel B 
eine verschwindende Grösse sei , sind auch die Punkte A, B', C, B vier 
harmonische Punkte. Da. nun aber der Punkt B' durch den harmonisch 
zugeordneten leuchtenden Punkt B vollkommen bestimmt ist, so müssen 
alle Strahlen, welche von dem leuchtenden Punkt B ausgehen und nur 
um ein unendlich Kleines von denwellien abweid:en , in demselben Punkt 
B' convergiren. Auch sieht man , dass B und B' mit einander vertauscht 
werden können, so nämlich, dass wenn B' ein leuchtender Punkt ist, die 
roll ekt i rten Strahlen im Punkte B convergiren müssen. . Es heisson des- 
halb zwei solche Punkte wie B und B' ..einander zugeordnete Brenn- 
punkte" und das PidU'wor.-^tfcelz des schulischen Spiegels kann in folgende 
Worte gefasst werden: 

Je zwei einander zugeordnete Brennpunkte liegen in der Rick* 
tung eines Caitralbtrahts ■tutd {hüten den Htdbuiid.ier dieser Richtung 
harmonisch. 

Diese Form des Refiexionsgesetzes des sphärischen Spiegels, welches 
die Methode der neueren Geometrie an die Hand gibt, macht sich durch 
zwei wesentliche Vortlicile Ibcmerklich. Einmal führt es ganz direkt zur 
Kenntniss derjenigen besonderen Falle, welche durch die besondere l.aae 
des leuchtenden Punktes sich ergeben. So zeigt der Begriff der harmoni- 
schen Thciluog unmittelbar, dass der Hau ptbrcnnp unkt F' in der Mitte 
des Halbmessers A(J liegt (§. 7): es zeigt der Begriff der harmonischen 
Tiicilung weiter, dass allen leuchtenden Punkten zwischen dem Mittel- 
punkt C und dem unendlich entfernton Punkte F reelle Brennpunkte 
zwischen C und F', und allen leuchtenden Punkten zwischen C und E' 
reelle Brennpunkte zwischen C und F zugeordnet sind, dass ferner allen 
ler.ehi enden 1'iiiiUiei) /wischen dem Ibivi^il.neoi'.p'ankt F und den) Punkt A 
der Spiegelfläche nur luldtc Brennpunkte zugeordnet sind die hinter der 
PnuliiB, neue« ebene Geometrie. 23 
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Spiegelfläche liegen, und die man daher virtuelle licisst. Denn die Punkte 
der Halben F'C und F'A des Halbmessers AC sind den Punkten harmo- 
nisch zugeordnet, welche auf den entsprechenden Verlängerungen dieser 
Geraden liegen. Kin zweiter Voriheil, den obige Tonn des Rel!e\iui!S- 
geseize.s des sphärischen Spiegels geführt, besteht darin, dass dasselbe 
nach, ebenso direkt zur Kenntniss derjenigen Fälle führt, welche die Gestalt 
des Spiegels unterscheiden liisst. Denn auch in den Füllen, wo der 
II olil spiegel in einen Convcxspicgel, oder auch in einen planen Spiegel 
übergebt, bleibt doch obiges Gesetz unveränderlich stellen, immerhin 
theilen zwei einander zugeordnete Brennpunkte den Halbmesser des 
Spiegels, auf dessen Biehtung sie liegen, harmonisch. Dass dem wirklich 
so sei, das wird man sehen, sobald man die Geraden BM, CM und B'M 
über M hinaus verlängert , indem diese Yerkingeriuigen alsdann sogleich 
das Phänomen einer Reflexion auf dem C'ouvexspiegel darstellen, ohne 
dass eine Aendcnmg in der Lage der l.'unkle H, C, B', A cingelrcien -\viire. 
Weil aber nun im Convexspiegel das Objekt mit bis zum Punkt A der 
Spiegelfläche hintrelen, nicht aber eine Stelle innerhalb d.es Halbmessers: 
einnehmen bann, so inuss der zugeordnete Brennpunkt stets auf der zuge- 
kehrten Halbe des Halbmessers selbst, also hinter- der Splegellläche liegen; 
man sagt dalier , dass allen leiichiendcn Punkten vor der con<excu Spie- 
gelfläche mir virtuelle Brennpunkte zugeordnet seien. 

Will man nun aber auch die bekannte sonst übliche Formel für die 
Reflexion auf den) sphärischen Spiegel haben, so kann man sie auf folgende 
IVcisc linden. Ein Gesetz, der harmonischen Tlieilung lehn ig. S, a), dass 

F'A a = F'B . F'B' 
Bezeichnet man liier F'A mit p, BA mit b und B'A mit 1/ , so folg i für 
den Fall des Coneavspiegels 

F'B = b — p 

F'B' = V — p 
folglich p* = (.u — p).(b'-p) 

1 + i^-l 
h h p 

und für den l'ali des t.'oiivcxspieccls 
P a = (p + h) (p - b') 

_1 Jj_ = 1_ 

b' b p ' 

Zu den bisher berühnen Vortheilen, welche die Anwendung der Me- 

tliode der neueren Geometrie auf die sphärischen Spiegel gev.ä.liri, gesellt 
sich noch ein anderer nicht wenigem Ijcaehl.enswerther; nämlich der, dass 
sie auch sogleich Mittel au die Hand giebt, das itcllexiousgeselz auf 
körperlich räumliche Obje.kle auszudehnen, eine Verallgemeinerung und 
Vollendung des Ueflexionsgesetzes , welche meines Wissens noch nicht 
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versucht wurde, gleichwohl aber auF einen ebenso einfachen Ausdruck 
reduzirt werden kann, als der des besonderen J'alks für die eonjugirteu 
Brennpunkte. Sind nämlich K, C und D (Fig. 28) leuchtende Punkte vor 
einem aus dem Punkte beschriebenen sphärischen Spiegel, deren Ent- 
fernungen von einander und dem Milieljuinkl so beschauen sind, dass 
die Winkel DOB und DOC klein genug sind, um als verschwindende 
Grössen betrachtet weiden zu können, so werden dem Voiausgelifmdor, 
gemäss ihre conjugirten Brennpunkte B', C und D' auf den Centralen 
BA, CM und DN so liegen , dass jedes Paar dieser einander zugeord- 
neten ];ceii!i[i'!uli(e den Halbmesser, mit dcKsee llklilung es liegt, har- 
monisch thelli. Man bemerke aber, dass diese Bedingung, unter wel- 
cher dieses llefle\ionsge-etz anwendbar ist, vorausgesetzt , dass auch 
der Merulianbogeu MN mir ein unendlich kleiner Thcil des ganzen 
kreisumfanges i»l. Für einen solchen kleinen Bogen kann aber von 
dem Unterschied der Lage abgesehen werden, welcher sonst zwi- 
schen dem Bogen und seiner Tangente wahrgenommen wird. Zieht mau 
also durch A eine Tangente an den Bogen , so kann man annehmen, 
dass sie, soweit als der Bogen sieh erstreckt, auf wekhern die Rel'i.'\ii>n 
geschieht, mit demselben zusammen falle. Unter dieser Voraussetzung 
sind aber die Geraden OM, OA und ON Strahlen zwischen dem Cen- 
trum. und einer Transversalen f'<>, welche durch die zugeordneten 
Brennpunkte C und C , B und B' , D und D' harmonisch gethcilt 
werden. In diesem Fallo lehrt aber die neuere Geometrie , dass die 
ungeordneten Brennpunkte homologe funkle zweier iuvolutoiisch colli- 
neären Systeme seien, die den Punkt zum Centrum und die Tan- 
gente ß <? zur Axe haben (§. 48, h). Dieses Gesetz gilt von allen im Raum 
zerstreuten leuchtenden Punkten, wenn sie nur weit genug vom Mittel- 
punkt entfernt sind, und einander so nahe stehen, dass die Winkel, 
unter welchen man sie von aus sieht, als verschwinden de Grössen be- 
trachtet werden können. Es kann also das Brechungsgesetz auf dem 
sphärischen Spiegel auf folgenden Ausdruck gebracht werden: 

Bei der Brechung des TAdites auf einem splüirkcJicii Spiegel 
sind liiiä und Objekt homologe CeüoUen zweier räumlichen in- 
i:oUrlori,~xh.cii Systeme, weiche den Mittelpunkt des Spiegels mim 
Centrum, und die. Tavgen/.ialflüchc da Sjncf/ds zur Axmdiene 
ihrer Collineation hohen. 

Hieraus ergeben sich folgende besondere Fülle dieses allgemeinen 
Gesetzes : 

1) das Bild einer Geraden hat wieder die Gestalt einer Geraden ; 
das Bild einer Ebene hat wieder die Gestalt einer Ebene, krumme 
Linien und Flächen haben wieder krumme Linien und Flächen zu 
ihren Bildern. 
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2) Bild und Objekt sind Dur in dem Falle einander ähnlich, 
wenn sie ebene Gestallen sind, die eine parallele Lage zur Axenebene 
haben. So oft aber das Objekt eine ebene Gestalt ist, die der Axeu- 
ebene parallel ist, so isl auch ihr Bild eine ebene, zur Axcsicbcne 
parallele Gestalt, die ihrem Objekt ähnlich ist. Sind Bild und Objekt 
allseitig ausgedehr.li! Gefallen, so sind sie einander nicht iihnlich. 

3) Diese Beschränkungen fallen weg, wenn der sphärische Spiegel 
in einen ebenen übergeht. Alle Gestalten, auch die körperlich ausge- 
dehnten, sind in diesem Füll uniform. Auch fallen die Beschränknngm 
weg, welche dem ganzen Reflexion sgesetz zu Grunde liegen, dass nämlich 
der Spiegel nur ein unendlich kleiner T heil der ganzen Kugelobcriiacbe 
sein darf, oder (iiese Beschränkung ist vielmehr stets erfüllt, weil jeder 
ebene Spiegel immer in diesem Verhällniss zu der Ebene steht, der er 
angehört. 

Es mag noch bemerkt werden, dass das Coü!neation?gesel^ ein- 
fache Mittel bietet, um zu jedem gegebenen Objekt sogleich sein Bild 
zu construiren ; es wird jedoch genügen, auf die Fig. 28 hinzuweisen 
und die Sache in Anregung gebracht zu haben. 

B. Brechung des Lichts auf der Kugelobcrflachc. 

Wie das allgemeine liredmn^gcsctz eines Lichtstrahls, der von 
einem Medium in ein anderes übergeht, complizirter ist, als das 
Reflex ionsge-setz, und selbst ohne trigoiiomefriscbe Beirriflb nicht gelabt 
werden kann, so machte auch die Abi ein ng des Gesetzes der Bre- 
chung auf der Kugelfläche stets mehr Schwierigkeit, und wurde luieilg 
durch liigeneiiieirisriit: Rechnungen vermittelt. Bringt man aber auch 
hier die Methode der neueren Geometrie in Anwendung, sc ergibt sich 
sowohl die Ableitung des Gesetzes, als auch der Ausdruck, in welchen 
es gefasst weiden kann, mit derselben Leichtigkeit, und ebenso einfach 
als diess bei der Reflexion des Lichts geschah. In diesem Fall wird 
man daher der Methode der neueren Geometrie, die meines Wissens 
bis jetzt nuch nicht auf die Brechung des Lichtes angewendet wurde, 
unstreitbar den Vorzug einräumen müssen. 

In der Figur 27 stellt MN wieder einen Meridi anbogen einer aus 
C beschriebenen KugelQMie vor , welche zwei Medien von einander 
trennt, von welchen das eine auf der Seite des Mittelpunktes C, das 
andere jenseits der Kugelfläche liegt. Es ist ferner B ein leuchtender 
Punkt vor der Kugelfläche, der unter anderni die Strahlen BA und BM 
nach derselben sendet, von welchen auch hier angenommen wird, dass 
der eine BA durch den Mittelpunkt C der Kugellläehe gehe, und dass 
der andere BM nur um ein unendlich Kleines von BA abweiche; man 
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will mm den Convcrgenzpunkt der gebrochenen Strahlen kennen lernen. 
Weil der Strahl BA durch den Mittelpunkt C der Kugelßäche geht 
und daher in A senkrecht zu derselben steht, so wird er gar nicht 
abgelenkt, sondern behalt die Richtung AC bei. Um die Richtung des 
Strahls BM zu linden, die er nach erlittener Brechung verfolgt, zieht 
man den Halbmesser CM , der in seiner Verlängerung MD das Einfalls- 
loth darstell!, ist nun MB' der gebrochene Strahl und ME dessen 
Verlängerung, so müssen die Sinns der Winkel BMD und EMD einer 
constanten Grösse gleich sein, welche der Brecht! ngscoefficient i zwi- 
schen den zwei gegebenen Mitteln heisst. Erwägt man aber, dass 
man es in dem vorliegenden Falle nur mit so kleinen Winkeln zu 
thuu hat, die im Verschwinden begriffen sind, so überzeugt man sich 
sogleich , dass man ftir das Verhältniss der Sinus dieser Winkel auch 
das der Tangenten setzen kann, da für sehr kleine Winkel die Sinus 
den Tangenten proportional sind. Füllt man also von B aus auf die 
Richtung des Einl'allsloths MD die Senkrechte BD, welche die Rich- 
tung des gebrochenen Strahls in E schneidet, so sind die Abschnitte 
BD und ED den Tangenten der Winkel BMD und EMD proportional, 
und es ist das VerhiMtniss BD : ED dein ISteehungscoefficienten J. gleich. 
Dies* sind diu BcitLniaLiidu;«!!!, welche das allgemeine Brechiiinsjeselz 
zur Auffindung der Lage des Punktes B' liefert, und nun soll durch 
die Methode der neueren Geometrie diess wirklich geschehen. Zu dem 
linde zieht man noch in M eine Tangente, welche den Central strahl 
BA in T trifft; dadurch erhält man in dem Punkte M einen Vierstrahl 
M, TBED, welcher alle Transversalen, also auch diu Graden BC und BD 
conform theileu wird (§. 29). Bei dieser Tlieilung ist der Punkt B bei- 
den Geraden gemeinschaftlich, der Punkt E ist dem Punkt B', der Puukt 
D dem Punkte C, und weil MT||BD ist, ein unendlich entfernter Punkt 
X der Geraden BD dem Punkte T homolog, folglich BED£ A BB'CT 

BD ; BX _ BC _ BT_ 

ed" : ES — Wc ' Wf 

oder da -— - = — = 1 

BC BT BD 

alS ° B^C : B^= ED =A> 

Wegen der unendlich kleinen Winkel ist aber auch AM nur ein un- 
endlich, kleiner Tiieil des ganzen Kr^isiimfanjes, <i;id die Tangent-ts differirl 
selbst nur unendlich wenig von ihrem Bogen, es können also auch die 
Punkte A und T als zusammenfallend betrachtet werden, fulglicli ist. 
BC . BA _ 
B'C ' B'A ~~ " 
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Die Lage des Convcrgcnzpunktes B' des gebrochenen Strahls ist 
hiernach durch die Lage des leuchtenden Punktes und den Brecliinigs- 
coefl:cieiiicii vollkommen bestimmt, es müssen also alle Strahlen, welche 
vom Paukte B ausgehen und nur sehr wenig vom Centralstrahl BC uli- 
weichen, in demselben Punkte IS' convergiren. Es sind also B und ß' 
zwei conjugirtc Brennpunkte. Man sieht aber aus der unmittelbar vor- 
ausgehenden l'ünnel, dass die eonj^girtüii Brennpunkte B und B' ihrer 
Ableitung mich stets äussere Punkte des Halbmessers AC sind, also 
gleichartige Lage gegen denselben haben, und ihn überdiess in einem 
Doppel Verhältnis« theilen, welches den constanten Wertli l hat. Es 
bedingen also die coiijugirteti Brectiimukte, welche auf einem t.leiural- 
strahl der Kugeliläche liegen, eine anharmoniscb oiopovtiünale Tlteiltmg 
desselben. Man kann daher das Brcchiingsgeietz auf der Kugelobcriliiche 
in folgende einfache Form bringen : 

Der Halbmesser der Kugel oh er [lache welche zwei Medien von ver- 
schiedener Dichtigkeit trennt, wird von je zwei conjugirlen Brenn- 
punkten seiner Richtung anlwrmoi'bxk 'firopoHiunal gctheüt, und 
zwar ist der M.od/dwi dieser Tliedimg dem Brecjiangsccfjicieidai 
zwhchca diesen Medien gleich. 

Uin alle Zweideutigkeit zu vermeiden, welche diese Fassung des 
liroclLitiig.sgesefy.es mich darbieten möchte, ist noch m bemerken, dass 
das Doppelvorliiiluiiss in der Ordnung genommen werden muss, welche 
in obiger Formel sichtbar ist, und welche durch das Symbol CA, BB' 
ausgedrückt wird: und diiss der Jlrechiicgscoofiicieiit für den Fall ein- 
gerichtet .sein muss, welchen der Lidisfrahl darbietet, wenn er von 
B nach B' geht. Gewöhnlich gibt man dem Bvechungscoeffl deuten die 
Grosse, welche ihm zukommt, wenn das Licht vom dünneren in das 
dichtere Medium übergeht. Hiilt man auch hier diese Bestimmung 

fest, so muss man allemal -p statt l setzen, sobald das Licht eine 

entgegengesetzte Richtung hat. Liegt also B im dünneren und B' 
im dichteren Medium, so bleibt obige Formel unverändert; sollte man 

alier mittels!, obigen Gesetzes die Lage des Punktes li stieben, wenn der 
leuchtende Punkt in dem Punkt B' des dichteren "Millels sieh belindei, 
i sich streng an jene Pegel und au das Symbol 



CA , B' 



hält 



CB 



a Ausdruck, der wieder identisch ist mit 
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^q das* man sieht, dass B und B' wirklich als conjug: it e l'ankie er.- cd ei- 
nen , indem das Lieht denselben Weg macht; es mag von B oder von 
B' ausgehen. 

Hiemit ist aber zugleich gesagt, dass das :nig;f;Sfi äirtc Gesetz keine 
Modifikation erleide, wenn der leuchtende Punkt auf der coneaven statt 
auf der convexen Seife der Kiigclfliiche liegt, und ebenso -wenig wird es 
alterirt, wenn das dünnere Medium auf der Seile des Kugclmittelptinktcs 
sieli befindet-, es kann also in allen diesen Füllen das eben ausgespro- 
chene Gesetz mit derselben Leichtigkeit tind Sicherheit aufwendet 
werden. 

Unter den durch ihn: Lage ausgezeichneten coii.jngiri.en Brennpunkten 
sind die Grcnzpunkte A. und (.' de* Kuirelhalbiuesser; zuerst zu nennen. In 
jedem derselben sind zwei conjegirle Brennpunkte vereinigt (§. "12, a). Diese 
ist auch von selbst einleuchtend, denn die Strahlen, welche von dem Mit- 
telpunkt C der KugeloberflBche selbst ausgehen , stehen überall auf der 
Kugelflflche senkrecht und werden nicht gebrochen, so dass der Con- 
vergenzpunkt der gebrochenen Strahlen selbst wieder im Mittelpunkt 
-der Kugelfläche ist; und auch die Strahlen, welche von einem Punkt 
A der Kugelfläehe selbst ausgehen, werden ebenfalls nicht gebrochen, 
da der Punkt A bereits dem Medium angehört, in welches er seine Strah- 
len sendet. 

In Betreff der anderen Punkte ist zu bemerken, dass man einen 



Raumes zugeordnet .sind, heissen Hauptbrcnnpuiikle, dieselben sind 
also identisch mit den Gegenpunkfen der anharmonisch proportionalen 
Theiluug; und weil diese zum besondern Fall der gleichartigen Lage 
gehören, so esistiren ihrer zwei und liegen auf der Verlängerung des 
Kugclhalbmessers AC und haben eine symmetrische Lage gegen denselben 
(§. 12, b). 

Ist das Medium, welches auf der Seite de* Kugel miüelpimktes liegt, 
das dichtere, so hat der Brennpunkt F, welcher vor der Kugelfläche im dün- 
neren Medium liegt, .seinen coiijuuiiü.'nB.icnnpankf hiaicr der Kugelfläche, 
alle parallele Strahlen, welche von dieser Sein; herkommen , werden in V 

convergiren , dabei ist ——- = ;,. Der Brennpunkt F' hinter der Kegel- 

niiclic bat seinen conjn giften lirennpimkl vur der Kegellliichc, und alle 
parallele Strahlen, welche von dieser .Seile herkommen, werden in F' 

CF' 1 AF' 

r.uiivcrgiicü, dabeiist——- = — und j^prr — l. Wenn die Kugel- 
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fläche das dichtere Medium einschliesst, so sind demnach die beiden 
Punkte reell. Alle Punkte vor der Kcgclllüchc, welche /.wischen F und 
dem Punkt des unendlichen Baumes liegen, haben reelle coiijughle 
Brennpunkte hinter der Kugelfläche; aber diejenigen Punkte, welche vor 
der Kugel Mche zwischen F und A liegen, sind virtuellen Brennpunkten 
vor der Kugelfläche conjugirt. 

Ist das Medium, welches auf der Seile des Kugelmiiictpunktes liegt, 

das dünnere, so wird —77 = — und — — = i; F liegt hinter der 

AF 1 AF' ' ° 

Kugelfläche im dünneren Medium, und F' liegt vor der Kugelfläche im 
dichteren Medium, beide Brennpunkte F und F' sind virtuell. — Allen 
Puukten, welche vor der Kugelfläche im dichteren Medium liegen, sind 
virtuelle Brennpunkte vor der Kühlfläche zugeordnet. Alle die.se Salze 
Vollen sogleich aus dem Begriff der auharmonisch proportionalen Tliei- 

lUDg. 

Wünscht man übrigens die bekannten Formeln für die Brechung 
auf der Kugelfläche, so können sie ebenfalls leicht aus den Gesetzen der 
airharmonisch proportionalen Theiluri! r abgeleitet werden. Setzt man zu 
dem Ende AC = r, AF' = CF = p, woraus AF = p — r, ferner AB = b 
und AB' = b', so ist für den Fall, dass die Kugelfläche das dichtere 
Medium einschliesst: 




woraus — T + — = 

b' b r 

Ist dagegen das Medium; welches die Kugelfläche eliisehliessl, das 
dünnere, so findet man: 

CB CB' _ 1 b + r b' -j-r 1 



Das Brechungsgesetz in der Form, welche durch die neuere Geo- 
metrie geliefert wurde, ist aber nicht nur viel einfacher, als diese ana- 
lytische Form desselben, Sündern es gewährt auch mich den weiteren 
Nutzen, dass es mit Leichtigkeit auf ausiieduhiitc OLkkle erweitert wer- 
den kann. Sind nämlich mehrere leuchtende Punkte B, C, D gegeben, 
die eine solche Lage zu einander und zur Ku gelobe rflBche haben, dass 
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ihre verschiedenen Central strahlen nur sehr kleine Winkel mit einander 
machen, so entsprechen ihnen solche conjugirten Brennpunkte B', C',D', 
welche die Eigenschaft haben, i'biss jedes Paar der i.u^eindiiefcn Brenn- 
punkte seinen Kugelhalbmesser unter demselben .Modules i. anharmonisch 
proportional theilt. Bei der vorausgesetzten Las;« der leuchtenden Punkte 
ist der Kugelabschnitt, auf welchem die Brechung vur sich geht, so klein, 
dass er mit einer Tangentialebene A, so weit seine Ausdehnung hier in 
Betracht kommt, als zusammenfallend betrachtet werden kann. Ea 
können also auch die Kugclhalbmesser mit den Schiefen vertauscht 
werden, welche zwischen dem KugclmittelpuuU U und der Tangential- 
obeiiliiehe A liegen, und die coujuglrtcn Brennpunkte thcllen auch 
diese .Schiefen auii;;i'inonisch proportional. Hieraus folgt aber, dass die 
Brennpunkte der gebrochenen Strahlen ein Bild zusammensetzen, welches 
der Gestalt des Objektes der leuchtenden Punkte perspektivisch collincäc 
ist (§. 47, b). Das Brechunusgesetz für die Kagelobcrlliiehe nimmt also 
folgende allgemeine Gestalt an: 

Bei der Brechung o.uf der Kur/ela'!.*' rpiiche sind Bild und Object 
TiovwlOf/a Gefallen zweier eulliiieären räumlichen- Systeme. Diese 
Systeme liegen perspcklicLich, der Kugebuütel-punkl ist das Cenirum, 
die Tangmüuljlaclifi des KuaeiabidM-UUs ist die A:i:enchcnc der Coili- 
neation, und der Mudulus der CiAlimotüm ist dem. Breehungscoeffi- 
cienten zwischen den zwei brechenden Medien gleich. 

Dieses allgemein« ll^eeliungsgeselz für die Kngeiflaehu gewährt die 
Anwendung auf alle einzelne falle, die mit derselben Leichtigkeit, wie 
oben bei der Reflexion geschehen ist, entwickelt werden können. Es 
mag hier hinreichen , den besondeien Fall noch in's Auge zu fassen, 
der sich ergibt, wenn die Kugeliliiche die Gestalt der Ebene annimmt, 
nnd der demjenigen vor die Augen tritt, welcher den benetzten Grand 
eines ruhig stehenden "Wassers 'ind die Din^e, we.lebe in demselben sieh 
befinden, betrachtet. Für diesen besonderen Fall ist der liallnn^er 
AC = 0=, und damit verwandelt sieh die Collineatiori in Affinität : die 
zwei Hauptbrennpunkte rücken ia den unendlichen Kaum hinaus, und 
das Doppelverhiütniss 

OB CB' _ 
AB = AB' ~ 

AB' 
verwandelt sich , da CB = CB = ™, in - — = l. 

In dem Fall, dass der Beschauer sich im dünneren Medium befindet, 
muss — statt l gesetzt werden, so dass —-—■ = i den Modulus der Affi- 
nitat bezeichnet. 
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Es ist noch zu bemerken, daas in dem vorliegenden Falle die Be- 
schränkung , isach weicher die Ausdehnung des Objecies im Verhält- 
niss zu seiner l'ntferuung von dem Mittelpunkt der Kugelfläche un- 
endlich klein sein muss, hinwcgfällt, weil diess bei jedem Objecte 
endlicher Dimension jedenfalls erfüllt ist, sofern die Ebene als ein 
Stück einer Kujiel fläche zu betrachten ist, deren Halbmesser unendlich 
gross ist. Es bleibt von jener Beschränkung nur noch (ins übrig, dass 
die Collineationsstrahlen senkrecht auf der Brechungs fläche stehen. Das 
Erechungsgeset/ der ebenen Fläche nimmt also folgende Form an: 

Wird ein Objt'r.f ron einem, Mf/ium m/s LetrucMel, das in lidreff' 
seiner Dichte, verschied/://, ist von demjenigen . in weichem ex sieh 'be- 
finde.!, und das durch eine ebene Fläelie von demselben getrennt ist, 
so ist die Gestalt des Bildes der Gestalt, des Objecies affin ; die ebene 
Treninriujsjlache der zvei Medien ist die Avcncbene , die Geraden, 
■welche senhreeh.1. zu dieser Ebene stehen-, sind die Strahlen der Affini- 
tät, dabei ist der Modulus der Affinität dem liicehungscoeffidenten 
zwischen den zwei gi //ebenen Mitteln gleich. 

Nach diesem Gesetze wird man die bekannten Erfahrungen von 
■der Gestalt der Objekte, weiche sich unter Wasser befinden, leicht 
ableiten: 7. B. dass ein ^cradiiniger Stab, llieilweise unter Wasser ge- 
taucht, so erscheint, als ob er an der Stelle des "Wasserspiegels geknickt 
wäre; dass ein kreisi'üniicre; 1 Ovliudci' ah eia eil irischer erscheint, und 
eine Kugel als ein Kllipaoid, dessen lothrechte Axe verküret ist etc. 

C. Brechung des Ltehts in Glaslinsen. 

Das obige IliTchiirigj^eseiz des Lichtes auf der Kugel (lache ist auch 
auf die Brechung des Lichtes in einer Glaslinse anwendbar. Sind 
nämlich C und C die Mittelpunkte der zwei Kugelflächen der Läuse, 
ond befinden sieh auf der Axe CC mehrere leuchtende Punkte B, D, E, 
so werden ihnen nach der ersten Brechung auf der K 11 sei fläche C die 
zugeordneten Brennpunkte B", D", E" der Axenrichtung entsprechen, 
und zwar wird der Halbmesser CA der Kugelfläche C durch die con- 
jugirten Brennpunkte auhünnouiscli pivunriiunul getlieilt, so dass 

B"D"E"CA 7\ BDECA iu einstimmiger Lage ist. 
Bei der zweiten (jiccliimg auf der lü.gclüäche CA' wird sich der- 
selbe Vorgang noch einmal wiederholen, den Punkien B"D"E" wer- 
den wieder andere zugeonlueie Brennpunkte B', D', E' der Axe ent- 
sprechen, und es ist auch hier 

B"D"E"C'A' 7\ B'D'E'C'A'. 
Es folgt also, dass auch 

BDE 7\ B'D'E', 
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Die Punkte C und C, A und A' sind, ■wie die Vcrgleichung der 
vorangehenden confonneu Reihen ücisrcn , nicht: liomülog. Weil aber 
die Dicke der Linse AA' im Verhältniss der übrigen liier in Betracht 
kommendenDisiun/en nur ganz unbedeutend ist. so kann man die Punkte 
A, A' als mit der Mille der Linse zusammenfallend betra eilten. Und 
Ninter dieser Voraussetzung ist BDEO A B'D'E'O. 

Mäii sieht also, dass die Reibe der leuchtenden Punkte der Reihe 
der zugeordneten Krenvipunkte am form ist, und das* diese zwei in der 
Richtung der Axe vereinigten Reihen einen Hauptpunkt haben, welcher in 
der Iilitte der Linse liegt. Nur ein Strahl, welcher durch diesen Punkt 
gebt, erleidet keine Brechung, alle anderen Strahlen werden gebrochen. 
Die Linse kann also nur diesen i lauplpunkt haben. Dann folgt aber aus 
g. 20, b, dass die.se Reihen zwei Gegenpunkte F' und F" haben, welche 
in gleicher Entfernung von dem Hauptpunkt O liegen. Diese Gegen- 
punkte, hier die Uauptb renn punkte »enumil, haben iiberdiess nach %. 19 
eine solche Beziehung zu den anderen homologen Paukten der zwei Rei- 
hen , dass das Produkt aus den Abschnitten , welche zwischen zwei 
Punkten und ihren Gegen [Hinkten liefen, eine eonsianie Zahl ist- Das 
Bieclinngs^esetz der Linse nimmt daher höhende Gestalt an: 

Die Reihe der teuchlenden Punkte und die Reihe ihrer zugeordne- 
ten Breien punkte- sind einstimmig eunfurm, die llai^dlirennpunkte 
sind die Gegcnpmddc dieser Reihen und liegen a:.f den zwei Seilen 
der Linse in gleicher EvAfcrnung r.<m ihrem Mittelpunkt; das Pro- 
dukt der Abschnitte, welche zwischen zwei einander zv.gcordu.et.cn 
ilremqrunkh'n und. ihren zag/ hörigen Ilauptbrcmipuidäeu liegen, -ist 
eine constante Grösse und dein Quadrat der halben Entfernung 
ihrer Hauptbrennpunkte gleich. 

Die bekannte Formel für die Brechung in der Linse lässt sich sehr 
leicht aus dem angeführten Gesetze entwickeln. Denn sind B und B' 
zwei einander zugeordnete Brennpunkte, so ist nach demselben 

BF . B'F' = OF 2 = OF' 2 
Setzt man BO = h , B'O = b', OF = OF' = p , 
so ergibt sich BF = b r- p , B'F' = b' — p , folglich 

(b — p) (b' — p) = p a , bb' — b'p — bp = 0, 



s die gegenseitig Lage der einander zugeordneten Brenn- 
punkte zu ermessen, bedarf man dieser Formel nicht ; diese Frage wird 
vielmehr unmittelbar durch die Gesetze, die in §. 20 ausgesprochen sind, 
beantwortet ; auch den Unterschied der Sammellinsen und Zerstreuungs- 
linsen wird man leicht entwickeln. 
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Conformitaet. 
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Conformitaet, Polariiaet & Ähnlichkeit der Kreise 
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Pütenzialitaet , der Kreise. 
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Collineation der Kegelschnitte. 
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Oacnürende &• coincidireiule Kegelschnitte. Ellipsi 
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